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Zusammenfassung

Dieser Kurs behandelt das Losen von partiellen Differentialgleichungen
mit der Methode der finiten Elemente.
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1 Numerische Simulation

Zunichst eine Ubersicht

Realitit

Praxis Theorie

Negativ wirken sich aus:
Praxis:
e zu teuer (crash-tests),
¢ zu geféhrlich,
* zu weit weg (Mond),

¢ zu klein (Nano)

Theorie: Gleichungen schwer 19sbar

Die Beschreibung der Realitit fithrt daher zur Modellierung von PDGL
— Naherungslosungen des Modells, Diskretisierung u ~ uj,

— Auswertung u = uy,

— Berwertung, Einordnung von uj, bzw. u

— numerische Experimente mit akzeptierten Modell
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Abschliefsend wird die Theorie der PDGL und der numerischen Analyse
zusammengefasst

Theorie PDGL
— PDGL
— Diskretisierung FDM, FEM
— diskretisiertes System von Gleichungen

Numerische Analyse
— diskretisiertes System von Gleichungen

Das diskretisierte System miindet dann in
— Losung der diskreten Systeme
— Theorie der Iterationsverfahren



2 Einleitung zur FEM (1D)

2.1 Das Modell-Problem

Fast die gesamte Vorlesung basiert auf der Untersuchung der inhomoge-
nen Laplace-Gleichung, also der Poisson-Gleichung. Anhand dieser Glei-
chung kénnen wesentliche Aspekte der Finite Element Methode erarbeitet
werden.

In der Praxis charakterisiert die Poisson-Gleichung beispielsweise einen
eingespannten elastischen Draht, auf den die Kraft f wirkt

l l | l |

I 1
0 1

Der Draht wird nach unten ausgelenkt

| A
5\ u(x) 1
Y

Es soll nun eine mathematische Formulierung hergeleitet werden. Dazu
betrachte man die Langendnderung

1 1
Al:/,/1+a Zd—/ld
JO (xu) X JO X

Das erste Integral beschreibt die Bogenlinge und kann mit der Taylor-
Entwicklung noch vereinfacht werden. Fiir kleine Auslenkungen erhalt
man

VIFY = VIT0+ 53—y =0+ O((y 0P
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mity = (dyu)% und O((y — 0)?) als Fehlerordnung. Die Naherung ergibt

VITy~1+ gy
Fiir die Langendnderung Al folgt damit
Al ~ % /O ' (9eu)dx
Die elastische Energie des Drahts ist proportional zu Al:
Ug ~ Al
Durch Einwirken der Kraft f besitzt der Draht auflerdem die potentielle
Energie U mit
1
Us = —/0 f-udx (E=F-s bzw. Energie = Kraft x Weg)

Aufgrund der Energieerhaltung werden elastische- und potentielle Ener-
gie addiert und erhilt so

1 1
U(u):UE—i-Uf:%/O (axu)zdx—/o f-udx

In der stabilen Gleichgewichtslage wird die Gesamtenergie minimiert, so
dass man folgende Aufgabe formulieren kann.

Aufgabe.
Gesuchtist u € V, so dass

U(u) < U(v) YoveV, Vistder Raum der Vergleichsfkt.

EIGENSCHAFTEN VON V

1. alle stetigen Funktionen mit , Nullrandwerten “(Auslenkung an den
Réndern ist Null)

2. stiickweise stetige, beschrankte 1. Ableitung (,, Integrale miissen Sinn
machen “)
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Losung der Aufgabe.
Wir nehmen an, dass Losung u gefunden ist. Dazu wird ¢ € V als ,5to-
rung”gewdhlt und

v=u+e-¢, e€R

betrachtet. Wegen Minimaleigenschaft gilt dann
U() < U(0) = Uu + eg)

Die notwendige Bedingung lautet

d
0= % U(u+eg)
e=0
d

& O—d— [1/1 (ax(u—i—s(p))zdx—/lf-(u+£<p)dx]
Kettgryesel 0—{ /2 x(u+ep))ox (pdx—/ f- (pdx]

& 0:/ Bxuaxq)dx—/ f-edx (2.1)
0 0

e=0
e=0
Man spricht bei (2.1) von der variationellen Formulierung. Hieraus kann

die klassische Formulierung hergeleitet werden:

Satz 2.1.1 Sei u(x) Losung von (2.1). Zusitzlich existiere 92u(x) und sei stetig.
Dann gilt

—22u(x) = f(x) x€(0,1)
u(0) =u(l) =0 Randbedingungen

Beweis.
Partielle Integration angewendet auf (2.1).

[Oxu - q) / 02u( (x)dx—/(;lf(x)~q)(x)dx:0

Beachte
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Also

0= [ @u() + () gx)dx V() €V
= 0= —du(x)— f(x) auf(0,1)
Zusitzlich erhélt man u(0) = u(1) =1
]

Als Kurzschreibweise wird die nédchste Formulierung oft verwendet wer-
den

—u" = f auf(0;1)
u(0) =u(l)=0

2.2 Klassische und variationelle Formulierung

Zum klassischen Poisson-Problem betrachte man die Dirichlet-Formulierung
D

" = f
u(0) = u(1) =0 2.2)

Die variationelle Formulierung V dazu lautet
ueV: ,¢)=(f¢) YoeV (2.3)

mit (v, w) := [;v- wdx. Der Raum V ist der Raum der Vergleichsfunktio-
nen (auch Testfunktionen genannt) mit den Eigenschaften

i) alle stetigen Funktionen mit Nullrandwerten und
ii) stiickweise stetige beschrankte 1. Ableitungen sind enthalten

Als dritte Formulierung sei die Minimalcharakterisierung M genannt, die
in der vorherigen Sektion hergeleitet wurde

1
Ulg) =5 [(¢dx— [ f-gdx VpeV (2.4)
Gesucht ist das Minimum

ueV: Uu)<U(p) VYopeV
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Es gilt
Satz 2.2.1 Damit sind dquivalent

i) Die variationelle Formulierung V (2.3),
ii) die Dirichlet-Formulierung D (2.2),

iii) die Minimumcharakterisierung M (2.4)

2.3 Diskretisierung

Vorbereitungen:
Einteilung von (0; 1) in Teilintervalle der Groéfe h mit # inneren Punkten.

h
| | | | |
I | I | 1
0 i X Xy 1

Mit der Naherung u ~ uy,. Dabei sollte uj, stetig sein und sttickweise linear.

Notation: ul, = u;,(x;), f' = f(x;).
Fiir die Ableitungen gilt:

i i1
Uy —uy

. ui+1_ui
Vit = b auf (x,Xi41)
Vit = o auf (x4, x;)

Idee: . -
() = ) = = (S ) =
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Einsetzen liefert:

i+l n i i1
() = flxg) ~ - (”h R ) -f ey

Fiir jeden Gitterpunkt erhélt man eine Gleichung. Somit entsteht ein linea-
res Gleichungssystem.

Also: Ax = bmitx,b € R", A € R"™",

uj, 1! 2 -1
: : -1 2 -1
1
x = b= VA= -1 5 (26)
. . - 1
uZ fi’l _1 2

In die Matrix A werden die Koeffizienten aus (2.5) eingetragen.

Bemerkung zu den Randbedingungen

Setze in den beiden Gleichungen von (2.5), die die Randwerte 0 und 1 ent-
halten direkt Null ein. Denn die Randbedingung fordert 1(0) = u(1) = 0.
Folglich ist fiiri = 1und n — 1: u) = 0 und u}! = 0.

Die nidchsten Schritte lauten:

* Lose Ax = bund erhalte x als Losung

¢ (Graphische) Darstellung der Losung

Verallgemeinerung.
Betrachte

Lu:= —u" +b(x)u’ + c(x)u = f(x) (2.7)

mit x € (0;1),u(0) = u(1),u = u(x). AuBerdem c(x) > 0, welches die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung sichert.

Schon dieses Problem ist i. Allg. nicht ,exakt “losbar.
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TON

[
' o

i1 X X

Abbildung 2.1: Diskretisierung der Funktion u

2.4 Differenzenverfahren

Ziel soll sein, die Tangente in x; ndherungsweise zu bestimmen. Dies ge-
schieht mit Hilfe einer Sekante durch die Punkte x;_; und x;:

() = )

Dieses Verfahren wird analog fiir h6here Ableitungen verwendet. Zur Dis-
kretisierung betrachte man eine Menge von ,Gitterpunkten “:

. . 1
xi=1i-h,i=0,...,N, h = N’ N ist Zahl der Teilintervalle

Definiere:

wy ={x;=1ihli=1,...,N—1} Menge der inneren Gitterpunkte
vn = {x0,xny} Randpunkte
wy, = wy Uy, alle Gitterpunkte

Eine Gitterfunktion 1, ist auf wy, definiert, also im Prinzip ein Vektor:

5= (up(xo), up(x1), ..., up(xn))" = (ug,...,un)"
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Approximation der 1. Ableitungen:

Vorwirtsdifferenz: (D7 u)(x) := wlx+h) —ux)

h

Riickwirtsdifferenz: (D~ u)(x) := w

symm. Differenz: (D) (x) := ux+ h)z—hu(x =)
Zweite Ableitung:

_ u(x+h) —2u(x)+u(x+h
Ansatz zur Diskretisierung:
mit (2.7):
—D"D uj + b;Du; + couj=f;, i=1,...,N—1 (2.8)

mit den schon oben benutzten Kurzschreibweisen: b; = b(x;), c; = c(x;), fi =

fxi).
Aus Aufstellung (2.8) folgt, dass fiir jeden Gitterpunkt eine Gleichung steht.
Also ein System von N — 1 Gleichungen mit N — 1 Unbekannten.

Beispiel.
Seien b(x) = c(x) = 0, es treten also keine 1. Ableitungen auf.
Uity +2u; — U

12

Schreibe dieses System in eine Matrix:

L_f i=1..N-1
2 1 U f

- 1 . .
-2 UN-1 fn-1
Dieses System wird auch Tridiagonales Gleichungssystem genannt. Aufga-

be ist nun, dieses Gleichungssystem zu mit dem Losungsvektor (u1, ..., uy_1)7
16sen.
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Die Naherungslosung mit Hilfe der Diskretisierung ist in folgender Skizze
dargestellt.

u(X)A

X 1 X 2 X N i X
Die nichste Frage wird sein, wie solche Naherungslosungen weiter ver-
bessert werden konnen. Immerhin ist obige Losung lediglich eine Appro-

ximation. Kann evtl. durch die Verwendung einer gréfleren Anzahl von
Gitterpunkten die Losung verbessert werden?

Verbesserung der Losung

Betrachtung des Drahtproblems

X,
1
| | | | 1%
1 | | |
0 1
Untersuchung des Fehlers mit der Schreibweise u; := u(x;)

max |u; — ul|
1

Definition 2.4.1 Das Differenzenverfahren heifit konvergent von der Ordnung
k, wenn gilt
max |u; — ul| < C-HF, C = const
1

Beispiel.
Fiir die vorgestellte Diskretisierung in Abschnitt (2.3) fiir —u” = fistk =
2.



18 2 Einleitung zur FEM (1D)

Die prinzipielle Untersuchung auf Konvergenz geschieht durch die Begrif-
fe Konsistenz und Stabilitit. Betrachte dazu die folgende , Fehlergleichung”.

Lh(Rhu - uh) = Lthu - Lhuh = Lthu - fh = Lthu - RhLu

Hier ist Rj,u — uy, die i-te Zeile des Vektors x. Namlich u(x;) — ”Z-

Definition 2.4.2 Das Differenzenverfahren heifit konsistent von der Ordnung
k, falls gilt

Ly Ryt = RyLut]|og g, < C -5

=max |L,Ryu — R,Lu| < C- K
1

Definition 2.4.3 Folgt aus Lywy, = fy, die Ungleichung

max |wy| < C-max|fy|
1 1

s0 heif$t das Verfahren stabil.

BEWERTUNG IN BEZUG AUF u,

[fur = un[| = [ur =+ 0 — |

[y —uf] = [[u— ]
——— —_———
Modellfehler  Diskretisierungsfehler

Verbesserung des Modells mit
*u//:fﬂilflu,/:f
wobei u die Elastizitdtskonstante ist. Damit wird
—0,75u" = f

als akzeptiertes Modell angenommen.
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2.5 Ndherungslosungen,
Ritz-Galerkin-Verfahren

Es sollen die Vorziige der variationellen Formulierung ausgenutzt werden.
Idee ist, den Raum V durch einen endlich-dimensionalen Teilraum VN mit
dim VN = N zu approximieren. Man betrachte dazu die schwache Formu-
lierung V

(91N, 0, p") = (f, ) V(PN e VN

Gesucht ist die Losung u™N € VN. Im weiteren Verlauf wird die folgende
Schreibweise verwendet

a(v,w) := (0xv,0xw), v,weV
Also fiir unser Problem
a(uN, M) = (f,¢") VoV e VN (2.9)

Fiir den endlichen Vektorraum VN =< ¢1,..., ¢x > wird eine Basis ge-
nommen und fiir einen beliebigen Vektor ¢ € VN gilt dann

N
9=)v9, vER
j=1
Es geniigt
a(uN, @) = (f,¢;) Vi=1,...,N (2.10)
zu erfiillen.

Rechnung.
Umstellung von (2.9) zeigt

N N
=a (MN/ETH%‘) - (fr ;Uz‘%')

(“Oi (™, 90) ~ (£, 9))

=0
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Fiir die Berechnung der Néherungslosung uN wird
N
U = Ziuj(pj, uje R
]:

in (2.10) eingesetzt. Dann folgt
a(u™, 1) = (f, ¢:)

N
S a <21 ujpj, <Pi> = (f, ¢i)
=

N
& Y ua(e;, 9i) = (f,9), i=1,...,N
=1

Die Bestimmung von uN € VN wird somit auf das Losen eines linearen
Gleichungssystems Ax = b zurtickgefiihrt mit

xT' = (uq,...,uN)

bT = (by,...,bn), b= (f, )
A=a(gj,¢), AecRNN

ERSTE FEHLERABSCHATZUNG, GALERKIN-EIGENSCHAFT

a(u, 9) = (f,9) VoeV
a(u, oY) = (f,¢") VoM eVl
Wir arbeiten mit dem konformen Ansatz. D.h. es gilt VN C V. Diese Wahl

ist naheliegend aber nicht zwingend. Fiir ein Element ¢™ € VN und Sub-
traktion der beiden obigen Gleichungen folgt
a(u—uN, Ny =0 VoN e VN
Diese Beziehung wird Galerkin-Orthogonalitit genannt. Der Fehler der Na-
herungslosung uN kann nun abgeschétzt werden.
[l = uMN|[} = a(u—uM,u— N + " —ul)
N

=a(u—uN,u—N)+ a(u—u, N —uV)

=0 (wg. Galerkin-Eigenschaft)

<o flu—uMly - |lu— oMy
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Division zeigt
fu—uN|ly <cllu—oN|[y voN e VN
Ubergang zum Infimum liefert

c .
=Ml < &t e gl

wobei a die Elliptizidtskonstante ist.

2.6 Einfache Finite Elemente

Nachdem wir erste Ansétze der Diskretisierung in den ersten Abschnitten
kennen gelernt haben, werden nun Finite Element Methoden eingefiihrt.
Wir beginnen mit den linearen Ansitzen und geben am Ende der Sektion
eine Idee zur Konstruktion von quadratischen Finiten Elementen.

Die ausgefiihrten Schritte werden ausschliefilich fiir das Modell-Problem
gemacht. Vorweg die allgemeinen Uberlegungen

# Losung u sollte gut approximierbar sein

# Leichte Berechnung der Eintrdge von A, also
a((Pj, ¢i) = /ax(Pj - Ox@;dx

# A sollte fiir die Numerik giinstige Eigenschaften haben, wie zum Bei-
spiel moderate Kondition, diinnbesetzt, usw.
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2.6.1 Lineare Finite Elemente

Idee: VN besteht aus stiickweise linearen Funktionen, die global stetig sind.

»
>
X

Abbildung 2.2: Beispiel einer Funktion v € VN

Dazu werden die passenden Basisfunktionen ¢; € VN gewihlt, definiert

durch
1, fallsj=1i
(x;) = 2.11
qol(x]) {0, faHS]#l ( )
¢
h=i- (1)
i=x
h A
i1 i i+l " x

Abbildung 2.3: Die Basisfunktionen ¢; und ¢; 1, sog. Hutfunktionen

Eine Funktion v € VN kann somit geschrieben werden als
N

o(x) =Y v9i(x), x€[0,1], vj:=v(x))
j=1

Durch die geschickte Wahl der Basisfunktionen iiberschneiden sich nur die
direkten Nachbarn. Alle weiteren schneiden sich nicht. Daher sind die ge-
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bildeten Integrale gleich Null
[ox9i1-0xgindx =0 (212)

Die so erzeugte Matrix ist also diinnbesetzt. Es stehen lediglich in der
Hauptdiagonalen und den beiden ersten Nebendiagonalen Werte, die im
folgenden berechnet werden.

Es gilt nach (2.11):
@i(xi) =1, @i(xiy1) =0, ¢; linear auf (x;, x;,1)
Weiter ist .
E)x(pi = _E auf (xi, xi+1)

Also folgt fiir die Hauptdiagonale i = j
a(@i, i) = /Iax%"axq’i dx
(:)/ ) Ox@; - x@;dx
i

i+1
= 2~/ Ox@; - Oxp; dx
1
1_2
h2  h
Die Aj; stellen die Eintrédge der Diagonalen. Bestimmen der Nebendiago-
nalwerte liefert

i1
/Iax(Piax<Pi+1 dx = / 0xi0x @iy dx
1

1 1
=—— h=——=A;;1=A 1,

Also
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Berechnung der rechten Seite

biZ/If'q)idx

Falls f konstant ist, folgt

i+1
b; ZJ(‘/F1 ¢idx = hf;

Kurz: b; = f; h.
ALTERNATIVES VORGEHEN

Bisher wurde zum Aufstellen der Matrix A eine Schleife der Basisfunktio-
nen gebildet. Alternativ dazu kann zellweise vorgegangen werden. D.h. es
wird erst eine Zelle komplett abgearbeitet. Also der Hauptdiagonalwert
und die beiden Nebendiagonalwerte bestimmt werden, ehe anschlieflend
zur nichsten Zelle weitergegangen wird.

1D Mehr D

h=i-(i1)
i=x

h

S X

»

Betrachten wir nun den 1D Fall, und der Einfachheit halber nur innere
Punkte. Es sei die Zelle (x;, x; 1) vorgegeben.

¢

i i+1 X
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Man bilde die zugehorigen Integrale
i+1 1
/ Ox@i - OxPivrdx = —¢
1
i+1 i+1 1
/i dx@; - dx@pj dx = /l Ox@it1 OxPiv1dx = 5

und stelle die Matrix auf

11
A= R

h h

T T

i1

Fiir die weiteren Daten wird nun die nichste Zelle betrachtet.

$

i+1 i+2 X
0 1

Folgende Eintrdge werden in Matrix A gemacht.

1 _1
A= oM
TR ohTh Th
_1 1
R
T T T

i i+1 i+2

25
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Fiir nicht dquidistante Abstdnde erfolgt die Berechnung nach dem glei-
chem Schema.

2.6.2 Quadratische Finite Elemente

Aufgabe.
Konstruiere 3 Basisfunktionen, die jeweils durch drei Punkte gehen. Der
Ansatz liegt auf der Hand, die Losungen sind quadratische Funktionen
der Bauart

ax? +bx +c

O
A4

A\

\

Es sei folgende Aufgabe gestellt:

Man konstruiere einen endlich-dim. Teilraum V}, C V, der aus Funktionen
besteht, die quadratisch sind auf jedem Teilintervall I; einer Zerlegung von
I=(0,1).

Die Beschreibung der Parameter der entsprechenden Funktionen geschieht
durch die Wahl der Basisfunktionen. Aufierdem formuliere man die ent-
sprechende FE-Methode zu

uevV: /axuax(pdx:/f~(pdx VeV
I I

und bestimme das zugehorige Gleichungssystem im Falle einer gleichfor-
migen Zerlegung.
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Losung.
Es gilt

Aij=a(j, ¢;) = /Iax(Pjax(Pi dx

L1 11 11

O 1 [
A4 T »

\
7 8 9 (globale Numm.)
3

1 2 3 4 5
1 (lokale Numm.)

6
2

Im Gegensatz zu den linearen Basisfunktionen, gehen bei einer quadrati-
schen Annahme durch einen Stiitzpunkt drei Basisfunktionen (bei linearen
Hutfunktionen sind es zwei).

Lokale Nummerierung:
@1 bestimmt durch

@2 bestimmt durch

@1 bestimmt durch
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Ansatz einer quadratischen Funktion
¢i(x) = a; + byx + cix?

Hier kénnen aber auch die Lagrange-Polynome angesetzt werden. Diese
Variante ist in diesem Fall kiirzer.

(x —x2)(x — x3) (x —x1)(x — x3)

N —)m—x) 7T a-x)(n-x)

Analog fiir ¢3. Bei einer dquidistanten Unterteilung ergeben die Integrale
fur jedes lokale Intervall denselben Wert. Daher konnen die Uberlegungen
auf [0, h] gemacht werden. Also

2 3 h? 1
(pl(x):hz<x2—2h-x+2), 8x<p1(x):ﬁ(4x—3h)
4 4
P2(x) = —ﬁ(xz —hx), Oxpa(x) = —ﬁ(Zx —h)

p3(x) = % <x2 - h;) , Oxpa(x) = %(43( —h)

Berechnung der Integrale

/Ohax<p18x(p1dx:}11~1;:14~61h

/Ohaxq)laxq)zdx: —%% = —16-61—]1

/Ohaﬂplax(pgdx:}llé:z.&l
/Oh(axgoz)zdac:;11-362 :32-%

Zur globalen Betrachtung benutze man die in der Zeichnung dargestellte
globale Nummerierung mit

/Iaxgojax(pi dx = Z/Taxgoﬁxgoi dx
T
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Nun kann die Matrix A aufgestellt werden

416 2
h h
6 %2111 e
h h
a1 2 ,;ii 11 +“;174 _ds 2
- 7z h h
6 111 111 IIL&IV 7& 72&
h h
A S i
hry hry hy
T T T T T
5 6 7 8 9

Im Mehrdimensionalen kénnen folgende Nummerierungen verwendet wer-
den:

7 8 9

1 2 3

Beim Durchlaufen der Zellen kénnen Liicken in der Nummerierung auf-
treten

4

1 2

Ziel in der Praxis: Einmal berechnete Basisfunktionen (wie oben gezeigt)
immer wieder verwenden konnen, und nicht fiir jede Zelle neu berechnen
zu miissen.
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2.6.3 Einbau von Randwerten

Kurzer Anriss: Aus

A

12 8 9
folgt fiir Randwerte
A
1 2 .9 10 g

Wir erhalten die Matrix A

1 -1
1 -1 14+1 -1
B -1
also
1 -1
-1 2

= -
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Insgesamt erhilt man so das vollstindige Gleichungssystem

1 -1 U A

-1 2 : :

2 -1 : :
-1 1 U1 fn

Weiter folgt dann

1 0 0\ (™ 0

2 f2

0 0 1 ’ 0

Ui

Die erste und die zweite Zeile werden also geloscht. Nur in der ersten Zeile
erste Stelle und letzte Zeile letzte Stelle wird jeweils eine 1 gesetzt. Ebenso
werden f; und fi; gleich Null gesetzt. Damit sind die Randbedingungen
erfiillt.

Falls andere Randwerte, bsp. #; = a und uy; = b gefordert sind, so wird
lediglich f; = a und f11 = b gesetzt.

2.7 Fehlerbetrachtungen fiir lineare FE

In diesem Abschnitt werden Fehlerapproximationen fiir lineare FE herge-
leitet. Motivation sei die Abschdtzung

[[0x (1 —up)|| < inf [[0x(u — )]
PEV)
< [|0x (u — Iyu)||

Dabei bezeichne Iju die lineare Interpolierende von u. Dementsprechend
ist ju eV,



32 2 Einleitung zur FEM (1D)

2.7.1 Interpolationsfehler

Zunichst wird der Interpolationsfehler hergeleitet, ehe dieser auf die Ener-
giefehlerabschédtzung tibertragen werden kann. Es gilt der folgende

Satz 2.7.1 Auf einem Teilintervall T, T = (ay, ap) mit lokaler Gitterweite hy =
ap — ay, der Zerlegung von I C R gilt

i) |0 = Lol eo(ry < ¢ hF - 1|930]| (T ,

ii) [10x(v — 1y0)||peo(r) < € by - |03 Lo (1)

mitveV

Skizze

| b,
ay a 2

Beweis.

Es bezeichne P,(T) den Vektorraum der Polynome vom Grad < n. Zu-
nichst seien ¢q, ¢, Basisfunktionen fiir P;(T) vorgegeben. Allgemein sei
eine Funktion w € P;(T) bestimmt durch

2
w(x) = Z:w(ai) pi(x), xeT
Also )
ho(x) = Y o(a) gi(x), xeT (2.13)
Man betrachte als nichstes

o(ar) = 0(x) +3,0(x) (0 — x) + pRo(E) @~ 17 @14)
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Einsetzen von (2.14) in (2.13) liefert

2
o) = 1 (000 +2:0(3) (0= ) + 378(E) o 20 ) - (1)

Umsortieren

2 2
liolx Zqoz + L0000 =) 9i(x) + 15 5980080 (01— i)

(2.15)
Wir zeigen spéter die Beziehungen

2
Z 9x0(x)(a; — x) - ¢;i(x) =0
i=1
Was bleibt zunéchst?
2
o(x) = 0(x)| = | Y- 5R0(E) (0 — 2 9i(x)
i=1

Wegen ¢;(x) < 1und |(a; — x)| < hr folgt

|Io(x) —o(x)| < max 030(§)| - hF
¢eT

Es bleibt zu zeigen

1
Rechnung dazu. Betrachte v(x) = 1, dann ist

0,0(x) = 2%0(x) =0
Die erste und die zweite Ableitung fallen also weg, speziell ist

Lo(x) =1
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Einsetzen in (2.15):

2
Lo=1=1-) ¢i(x)
i1

Es bleibt noch zu zeigen, dass

2
;axv(x)(ﬂi —x)-¢i(x) =0

Rechnung. Sei v € V gegeben. Fiir festes x € T wird
d = 0,v(X)
gesetzt. Ansatz,
w(x) =d-x (Gerade mit Steigung d)

Die folgenden Relationen gelten dann wegen linearer Interpolation einer
linearen Funktion w(x).

Liw=w
axw:d
2w =0

Einsetzen in (2.15) zeigt

Lw(x) =w(x) =w(x) -1+ ,Zd (a; —x) - @i(x)

Dann folgt letztendlich
2
0=Y) d-(a;—x)- ¢i(x) O (Teil 1)

Beweis (Teil 2).
Zu zeigen ist

|10x (v — 1y0) || ooy < € by [|950] |00
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35
Wir betrachten

Einsetzen der Entwicklung fiir v(a

2
d Ihv Z x(Pz
=1
i)l

iefert die Gleichung
Oy Io(x Z 9, @i (x
21, 2
+ Z 9x0(x) (a; — x)9xi(%) + ) 50:0(8i) (a; — x)*0xpi (x)
i=1 i=1
Nun gilt
1
9x 1 —E
1
Oy = E
Damit folgt
2
Z axq)i(x) =0
i=1
Weiterhin

Damit gilt

|9xTyo(x) — dxv(x)| =

2
Y- 2020(8) (0, — 2 acpi(x)
i=1

< max |020(&)| i
T ¢eT X hT
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Somit ist der zweite Teil gezeigt und insbesondere der vollstindige Beweis
gefiihrt.
O

Der néchste Satz behandelt den Interpolationsfehler auf dem Gesamtinter-
vall I.

Satz 2.7.2 (Interpolationsfehler auf 1)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlequng in Teilintervalle T C I mit maximaler
Grife h; also diam(T) < h:

1% (v — IW)HLZ(I) <c-n ||aych||L°°(1)/ i=0,1

Man bemerke, dass die Zerlegung nicht notwendigerweise dquidistant sein
muf3. Weiter sei angemerkt, dass die L2-Norm auf der linken Seite mit der
Supremumsnorm auf der rechten Seite abgeschétzt wird.

Beweis.

16 (0 = L)) =

o2 . j2(2=i) |1020] ‘200(T)> dx
2(2—i

EIC ([0l [ 1dx

< 2R ||832(v||2w(1) ()
~~
Maf

In der letzten Ungleichung wurde mit der grofiten Schrittweite / tiber das
gesamte Intervall abgeschitzt.
O
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2.7.2 Energiefehler
Hier wird der Hauptsatz des Abschnitts gezeigt und bewiesen.

Satz 2.7.3 (Energiefehler)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung T C I mit maximaler Grofse h

|0x (1 — uh)HLZ(I) <c-h HaazcuHL‘”(I)

Beweis.

[0 (1 — ) || 12(p) < q)ig‘ﬁh [10x (1 — @) 1121
< 10 (u = Lyu)| [ 2(py
< c-h||o%ul | =(p)

Es handelt sich hier um eine a priori-Abschdtzung (wegen u). Dagegen
spricht man von einer a posteriori-Abschatzung fiir uj,.
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2.8 Variationsungleichungen
2.8.1 Minimumsuche in 1D

f(x) A

a b b, " x

Abbildung 2.4: Absolutes Minimum in [a,b] und relatives Minimum in
[b ’ bl}

Voraussetzung an die Funktion f ist die Differenzierbarkeit. Es folgt eine
Fallunterscheidung, auch fiir Minima am Rand.

fla) < f(x) Vxelab] — fi(a)=0
f(b) < f(x) Vxelab] — f/(b)<0
fxi) < f(x) Vxefabl — f(x)=0

Kompakte Version der Fallunterscheidung
f(x0) - (x —x0) >0 Vx € [a,b]

Dies kann als erste Variationsungleichung bezeichnet werden.

2.8.2 Minimierung auf konvexer Menge K C R"”

Wir betrachten die Funktion f : K — R. Gesucht ist

xo €K:  f(xg) < f(x) VxeK
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Ein Weg in K wird durch die folgende Gleichung beschrieben

F(&) = f(xo+¢(x —x0)) mit¢ € [0;1]

Nun wird die notwendige Bedingung diskutiert. Aus dem 1D-Fall folgt

2 r(e) ¢ >0 Ve
g =0~~~
———— < (x=x)(1D)
= f'(x0)(1D)
Mit Kettenregel rechnet man aus
V(x0)(x —%0)-£ >0 V& €[0,1]
& Vf(xg)(x—x9) >0 VxeK

2.8.3 Elliptische VU 1. Art

Die vorherigen Tatsachen werden nun auf das Drahtproblem mit Tisch als
Hinderniss angewendet. Daher auch die Bezeichnung Hindernissproblem.

A

Abbildung 2.5: Hindernissproblem, mit g als Tisch

Ausgangsgleichung soll die Minimalcharakterisierung sein

U(v) = %_/I(axv)de - /If-vdx
Definition der konvexen Menge K

K={veV:=Hj)|v>g}
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Fiir v1,v; € K, o € (0,1) rechnet man nach
avp+(1-—w)mo>a-g+(1-a)-g=g

Formuliere zu diesem Problem wieder den Weg und wende darauf die not-
wendige Bedingung an

F(¢) = U(u+&(v—u))

aus 1D ergibt sich
d
7| ez0 ey
Einsetzen liefert
O<C-(/Iax(u+§(v—u)) a(v—udx—/f )|, O) ve e [0,1]

= O§§-(/Iaxuﬂx(v—u)dx—/lf-(v—u)dx) Ve e [0,1]
= OS/I6xu-(ax(v—u))dx—/lf-(v—u)dx Vv € K

Zusammengefasst erhilt man als Ergebnis den Prototypen einer elliptischen
Variationsungleichung 1. Art

(Oxu,0x(v—u)) > (f,o—u) VvoeKkK
Die Diskretisierung von (2.8.3) mit linearen Finiten Elementen ergibt

D alu,p—u)> (fp—u) Vg ek
II) a(up, @ —uy) > (f,¢—uy) VeeK,=V,NK, K, CK

Der néchste Satz leitet eine Fehlerdarstellung fiir Variationsungleichungen
her. Die eigentliche Aussage dhnelt Satz (2.7.3).

Satz 2.8.1 (Energiefehler)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung T C 1 mit maximaler Grifie h die
Abschitzung in der Ableitungsnorm

[10x (1 — up)[| < O(h)
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Beweis.
Mit der Bezeichnung u; = Iu geht man von der folgenden Gleichung aus

a(u—up,u—uy) =alu —up,u—u; +u; — uy)
=a(u —up, u—u;) +a(u —uy, u; — uy) (2.16)

Bei Variationsgleichungen war der zweite Term gleich Null. Hier ist das
nicht der Fall. Es gilt

a(u —up,up —up) = (f, wi — wp) — a(up, u; — up) (2.17)
+a(u,u; —u)— (f,u; —u)
+a(u,u—uy) — (f,u—uy) (2.18)
Es folgt
(2.17) €0, wegen Test mit ¢ = u; in II)
(2.18) <0, wegen Test mit ¢ = uy, inI)
Weiter ergibt sich
a(u,up —u) = (f,up —u)
< a(wuy—u)— (f,up—u) >0
< a(u,u—uh)—(f,u—Uh)SO

Nun weiter in (2.16):

a(u —up,u—uy) =alu —uy, u —u; + u; — uy)
=a(u—up,u—u;)+alu—uyu; —uy)
< 10w (u — up)[| - [|0x (e — wg) || + a(u, u; — u) — (f, u; —u)

1 1

< 2 1o = ) [P+ 1o — )| P
—/I(ajzcu)(ui—u)dx— (f,ui—u)
1 1

< 2 el — ) [P 11— )| P

+03ull = wil| + [1£1] - u = ]
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Somit erhélt man als Ergebnis

2 1o — )2 < O02) + (1132ull + 11£11) -l — el
< O(h?) + O(h?)

2.9 A posteriori Fehlerschatzer

Bisher haben wir fiir lineare FE die Abschatzung
10 (1 — ) |21y < €I ||05ul |11y

mit unbekannter Losung u benutzt; siehe Satz (2.7.3). Ziel soll eine Ab-
schatzung sein, deren rechte Seite komplett berechenbar ist:

10 (u = un) | r2(ry < 11 (un, f)

Als Vorbereitung zum Hauptsatz dient die folgende Aussage.

Satz 2.9.1 Auf einem Teilintervall T = (x;,x;+1) gilt fiirv € V und v(x;) =0
die Ungleichung
olli2(ry < B 11020 12(T) (2.19)

mith = Xi+1 — X
Beweis.

Fir y € (x;,x;;1) gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

v(y) = /le 0,v(x) dx

1 1
Hold v 2 y 2
oger </ 12) </ (axv)Z dx)
X X

1

< Vh- ][00 27
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Quadrieren bringt
2 2
v (y) < h- ||axU||L2(T)
N——
= const bzgl. y
Integration

/Tvzdyg/Th-Havaiz(T)dy

And ||U||%2(T) < i ||8xv||%2(T)

O
Satz 2.9.2 (Stabilitit der Interpolation)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung in Zellen T
[10xInol[ 127y < 1190|121 (2.20)

Dabei ist wie bisher I, der Interpolationsoperator im Raum der linearen finiten
Elemente.

Beweis.
Esseiy € (x;,x;,1). Weiter folgt

aylhv<]/) _ U(xi+1)h_ Z)(X,’)

1 [Xiq

=7 / 0,v(x) dx

J X

1 1

Hold i 2 i 2

0S er 1 (/x +1 12 dx) 2 (/x +1 (axv>2 dx) 2
h X X

< || x || T
0x7||12

\/ﬁ (1)

Quadrieren und Integrieren

1
249, « [ 1 2
[ @)y < [ 5 11osol 2 dy

= [10xIpoll2(r) < l19x0l[12(7)
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Satz 2.9.3 (Energie-Fehlerschiitzer)
Auf I C R mit Zerlequng in T gilt

NI

|[0x (1 — uy,) ||L2 (ZhTQT>

mit dem Residuum o =2 ||f + aguh||L2(T)

Beweis.
Folgende Schreibweisen werden verwendet:

e=uU—1uy
el-:Ihe

Dabei steht e fiir error. Es gilt wegen der Galerkin-Orthogonalitit (0xu —
dxuy, dxe;) = 0, daher die erste Gleichheit in der folgenden Gleichungsket-
te

[|0x(u — uh)||i2(1) = (dxu — dylUy, 0xe — Oxe;), € €V,
= (f,e —e;) — (Oxup, Oxe — 0xe€;)
= (f,e—e;) — ) _(Oxuy, 0xe — Oxej)T

T

t. Int.
P (fe—e) = Y | (<03 e — a7+ [Dauy (e — e)]5
T
=0

Da wir das Problem im 1-dim betrachten, ist der letzte Summand gleich

Null. Denn e stimmt mit der Interpolation ¢; auf den Punkten x;,1 und x;
tiberein. Insgesamt folgt fiir die lokale Betrachtung

[|0x (1 — uh)Hizg) = ; (f+8§uh,e — ei)T
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Weiter gilt mit der Holderischen Ungleichung
(f + un e —en)r < ||f +0%unll12(r) - lle —eillzmy
19) )
< |lf +9xunlli2(r) - Br [|0x(e — €) [l 27

0)
<1+ SBunllgary - i (119ell 2y + 110seillz(r) )
< ||f+aazc“h||L2(T) “2:ht HaerLZ(T)

=0r

Einsammeln der Resultate auf jeder Zelle

o — )| 221y < Yhr o [xel |2y
T

1

(EM@) (ZuaerLz T)>%

:||axe||L2<1)

Also

1
2

Hax(”—”h)H%Z( (ZhTQT> ) ||ax€||L2(1)

1
2

< ]ox(u —up)|[20y < (ZhTQT>

Algorithmus 2.9.4 (Adaptiv)
1) Gegeben sei ein Gitter Ty,
2) Berechne uy, auf Ty,
3) Berechne alle ot

4) Berechne 1 = (¥ 0% hz)
5) Falls 3 < TOL (Fehlertoleranz)

— fertig, sonst
6) Verfeinere Ty, und gehe zu 1)
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Bemerkung zu 6). Welche Strategien gibt es zum Verfeinern? -Man strebe
eine Gleichverteilung der lokalen Schitzerbeitrdge an. Dazu die folgende
Abbildung.

grofler Fehler in Feld 1. Kleiner Fehler
in den tibrigen Feldern.

7 1

Schritt: Man teilt Zelle 1, um den Fehler zu verkleinern und den anderen
Zellen anzupassen (Gleichverteilung).

Dieser Schritt wird in den nachfolgenden Abbildungen exemplarisch fiir
den 1-dim. Fall gezeigt.

Die beiden hinteren Zellen mit den groflen Fehlerwerten werden verklei-
nert und dann folgt

0,5 0,5 0,8 13 3P 45

Wegen der globalen Kopplung verdndern sich bei Zellteilung der beiden
hinteren Zellen AUCH die Fehlerwerte der tibrigen Zellen.

Zusammenfassung
Der A posteriori Fehlerschitzer lasst sich darstellen als

19 (= up) | < 17 (un, f),

mit 7 (uy, f (ZQTh2> ,oer=IfHuyllr

Bei linearem Ansatz ist uh = 0. Klar!
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2.10 Referenzelement, Gebietstransformation

Ziel: Fast alle Rechnungen auf einem Referenzelement durchzufiihren (z.
B. dem Einheitsintervall)

0 1
Abbildung 2.6: Skizze eines Referenzelements

Was spricht fiir die Betrachtung des Problems auf einem Referenzelement?
¢ Basisfunktionen nur einmal ausrechnen,

* numerische Integrationsformeln werden nur auf dem Referenzele-
ment benétigt.

Wir betrachten die Funktion Tj, : x mit x € [xg, x1]

|

I

X 0 X 1

und transformieren diese auf das Einheitsintervall mit Ty : &, ¢ € [0,1]

0 1
Vorbereitungen fiir die Substitutionsregel
Fh . Tl — Th
g x=x0+&- (x1—x0)
Weiter
d a¢
E : 1= (x1 — xo) ﬁ

= dx = (x1 — xp) - d¢
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Dabei wird | := x1 — xq als Flachentransformation definiert. Im 1-dim gilt
J = h.Im Allg. gilt das nicht mehr. Man konstruiere nun die Umkehrfunk-
tion

F':T,—T
X=X
X— ¢ = pr—
mit der Ableitung
ag 1
(;x = — =

dx X1 — X0
Eine Basisfunktion gof‘ auf Tj, wird angesetzt mit
91 (%) = i (F ' (x)) = 9 (2)
und fiir die Ableitung folgt mit der Kettenregel
aX(ch(x) = aC(Pil (C) : axpil(x) = aC(le (Cj) - Cx
mit F, ! (x) = .

Beispiele.
)

[ et @ [ f(R@) gl@ a5 @2

2)
J, 2:9l ) 2eg ) dx = [ (229}(©) & (220}(0) & T @22

Die Integrale werden mit Hilfe der numerische Integration berechnet, dazu
die allgemeine Formel

9
| 8@ ~ Y- wg(@)
h k=1
mit Integrationsgewichten wy und Stiitzstellen Cy.
Beispiel.
Fiir g = 2 erhiélt man die Trapezregel mit
1 1
61_0/62_1/ wl_§/w2_§
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Die numerische Integration wird nun auf die beiden obigen Integrale an-
gewendet,

9
00l x 2 B s (@) o @) 1
I =1

und fiir das zweite Beispiel

9
[, 2:9] ()asgl (x) dx Lo (Ge9} (@) 65) - (30} 60 &) ]

2.11 Rechentechnische Betrachtungen

Hier wird kurz die Implementierung in einer beliebigen Programmierspra-
che gezeigt. Dazu wird die Konstruktion der Matrix A besprochen

Ajj = /Iax(p/-axcpi dx = Z /Taxq)jaxq)i dx
T

NICHT:

fori=1...n
forj=1...n

Ajj = /Iax¢jax§0idx
PRAXIS:

forall T
fori=1...n

forj=1...n

A= [ dxpidagidx
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Noch besser ist die Betrachtung auf einer Zelle.

fork=1...q // uber alle Integrationspunkte

Berechne Basisfunktionen auf T! in &
fori =1...local,
forj=1...local,

A+ =wi-]- E),;qo]l« “Cx agﬁo]lfx

mit A = Agiopal(i), global(i) Wegen der Transformation. Man beachte weiter-
hin, dass der Kern des Problems im Losen der Differentialgleichung

besteht.



3 FEM fiir elliptische Probleme
(2D)

In diesem Kapitel werden die bis hierher gemachten Uberlegungen in 2D
tibertragen. Dazu wird die Modellgleichung in den drei bekannten Formu-
lierungen angegeben. Im Mehrdimensionalen spricht man von der Poisson-
Gleichung. Anschliefend werden die Sdtze aus dem 1D-Fall im abstrak-
teren Rahmen mit Hilfe der Funktionalanalysis diskutiert.

3.1 Typeinteilung PDGL 2. Ordnung

Typische Vertreter von partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung sind
die Laplace- und Wellengleichung. Allerdings unterscheiden sich schon
die Losungen, von dyy + 9y, = 0 (Laplace-Gleichung) und dyx — dyy = 0
(Wellengleichung), grundsatzlich.

Wir betrachten die allgemeinste Darstellung einer PDGL 2. Ordnung. Der
Faktor 2 bei der gemischten Ableitung wird aus rein praktischen Griinden
hinzugefiigt.

anaiu + 2a120x9yu + azzaﬁu +a10xu + axdyu + agu = 0 (3.1)
mit 2;; € R, u = u(x,y).

Satz 3.1.1 Gleichung (3.1) kann durch lineare Transformation der unabhiingigen
Variablen x,y auf eine der drei folgenden Formen gebracht werden.

1. Elliptisch, falls a%2 < a11a.

1g.
—>8§u—|—8§u—0—...:0 S Au=0
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2. Hyperbolisch, falls a2, > ay1a2.

lig.
Haiu—aﬁu+...:0 = ?u—Au=0

3. Parabolisch, falls a3, = a11a2,.
llg.
—2u+...=0 i —Au=0

Beispiel hierzu: 9yu — 02 = 0 Wirmeleitung.

Die .. .(Piinktchen) im obigen Satz stellen Terme der Ordnung 1 und 0 dar.

Bevor der Beweis gefiihrt wird, werden die Analogien zur analytischen
Geometrie dargestellt.

1. x> +y?>=1 Kreis/ Ellipse
2. x> —y> =1 Hyperbel

3. y=2x? Parabel

Beweis. Fiir den elliptischen Fall.
Die anderen Fille werden analog gefiihrt. Es sei0.B.d.A:a1; = 1,41 = ap =
ap = 0.
Mit quadratischer Ergdanzung erhilt man aus (3.1) folgenden Ausdruck:

0 = (3x + a129y)*u + (azp — a%z)afu

(3.2)
= (22 + 20170x9y + u%Zaﬁ)u + (ap — a%z)aﬁu

mit Voraussetzung: ”%2 < ayq - ax.Setze b := y/ay — a%z > 0.

Fiihre nun eine Koordinatentransformation durch:
x=¢ y=ap-&+b-y (linearin¢ und n)

Frage: Wie transformieren sich die Ableitungen im neuen Koordinatensys-
tem?

Man definiere nun

(&) = u(xy)
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und interpretiere x und y als Funktionen:

X(8m),y(§m) — v(&n) = u(x(&,n),y(& 1)
Man berechne (9¢v, 9,v):

(0gv,0,0) = (Oxu, Oyu) <85x aﬁx>

dgy Iy
B 1 0
= (Oxu, Oyu) (ﬂlz b)

Damit folgt: dz = dx + 4129y und 9y, = b - 9.

Setze jetzt in (3.2) ein. Die resultierende Gleichung
2 2 _
aé + 8,7 =0

ist die Laplace-Gleichung.

Bemerkung.

53

Die oben durchgefiihrten Untersuchungen konnen gleichwohl mit Hilfe
der linearen Algebra behandelt werden. Hier soll kurz die grobe Struktur

angerissen werden.

Fiir die einzelnen Gleichungen mit den Variablen und Koeffizienten laft

sich ein lineares System aufstellen. Die resultierende Koeffizientenmatrix
ist symmetrisch und kann daher gut mit der Eigenwerttheorie angegangen
werden. Symmetrische Matrizen lassen sich in Diagonalmatrizen konver-
tieren. Hier stehen dann in der Diagonalen die Eigenwerte. Anhand derer
lassen sich die Eigenschaften - elliptisch, hyperbolisch, parabolisch - be-

stimmen.

Nun zwei Beispiele zur Typeinteilung PDgl 2.0rdnung.
Beispiel 1.
Klassifiziere die folgenden Gleichungen.

1. Oxxtt — 5dxyu =0
2. 4 9yyu — 120xyu + 99yyu + dyu = 0
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Wie oben besprochen wird die , Diskriminante”D = a%z — ay14py zur Ent-
scheidung herangezogen.

1.D=(-3)?-1-0=%2 >0 — hyperbolisch
2.D=(-6)2-4-9=36-36=0 — parabolisch
3.D=3-4-9=9-36=-25<0 — elliptisch.

Beispiel 2.
Bestimme Teilbereiche in der xy-Ebene, in denen die Gleichung

YOxxU — 20yt + xdyyu = 0

elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch ist.
Zundchst gilt: D = (-1)2 —y-x =1 —yx.
Parabolisch auf Hyperbel xy = 1. Denn 1 — 1 = 0. Die elliptischen Bereiche

sind konvex: xy > 1. Denn D = 1 —yx < 0. Im zusammenhé&ngenden
Bereich xy < 1 ist die Gleichung hyperbolisch.

3.2 Poisson-Problem

Die Poisson-Gleichung entspricht der inhomogenen Laplace-Gleichung.
KLASSISCHES POISSON-PROBLEM
Auch als Dirichlet-Problem D bekannt.

—Au = f aufQ
u = 0 aufl' =90

MINIMALCHARAKTERISIERUNG M
Das zugrundeliegende Rechengebiet (2 C R sei beschrédnkt. Es ist

min%(/Q(Vu)zdx—/Qf-udx

& min%a(u,u) —(f,u)
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mitu = u(x), f = f(x),x = (x1,x) € R?> D Q. Dabei sind f, u Funktionen
mit
fru:Q—=R, Vu=(9yudyu)

Gesucht ist die Losung von M in

V = {¢|g ist stetig auf O);
dx, ¢, Ox, @ stiickweise stetig und beschrankt, ¢ = 0 auf 0Q}

Im hoherdimensionalen spielt die Green’sche Formel eine wesentliche Rol-
le. Diese ist mit der partiellen Integration in 1D zu vergleichen.

Satz 3.2.1 (Green’sche Formel)
Fiir hinreichend glatte Funktionen v, w gilt

/Vvadx:—/v-Awdx—i—/ v-0,wdl
(@) Q Q)

mit A = 9% + 03, 0w = (Vw) - n

X2/
Beweis in der Ubung.

Satz 3.2.2 Fiir hinreichend glattes u gilt: Aus dem Dirichlet-Problem D folgt die
Minimum-Gleichung M . Die Umkehrung gilt erstmal nicht.

Beweis. Analog zum 1D Fall unter Anwendung der Green’schen Formel.
VARIATIONELLE FORMULIERUNG
Wir betrachten nun die variationelle Formulierung V

a(u, 9) = (f,9) VoeV

mita(v,w) := (Vov, Vw) = [ Vo Vwdx (Integral ist Lebesgue-Integrierbar).
Allgemein ist

(v,w) := /Qv-wdx

mito, w € V.

Satz 3.2.3 Die variationelle Gleichung V gilt genau dann, wenn das Minimum-
Problem M gilt.

Beweis. Analog zum 1D Fall!
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Finite Elemente

Es sei die Triangulierung T}, gegeben und weiter sei () polygonal.

7 8 9

1 2 3
Es sei h der Gitterparameter mit

h = max diam(T)
TeT

mit diam(T) = ,Langste Seite von T”. Desweiteren sei ein diskreter Teil-
raum V;, C V gegeben mit

Vi, =A{¢|lp € V,p|ristlinear fiir T € T}, }

Ansatz: a + b¢ + cyy auf Ty.

1

0 1

Diskretisierung
up € Vipr a(uy, @) = (f,9) VeV,

Satz 3.2.4 (Galerkin-Eigenschaft)
Es gilt
a(u—up, @) =0 YoeV,
Diese Eigenschaft gilt ausdriicklich nur filr Funktionen aus dem diskretisierten
Teilraum Vj,.
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Der nichste Satz gibt eine erste Fehlerabschédtzung an.

Satz 3.2.5 Es gilt die Abschitzung
IV (u =) [| < [V (4 = Lu)|
wobei Iyu definiert ist durch
ueV: eV, und Lu(x;)=u(x;)
mit den Ecken x; aller T € T,

Beweis.
Wir beginnen mit
IV (1 — up) |1* = a(u — up, u— @y + @y — up)
= a(u —up,u— ¢y) +a(u—uy, @y — uy)

=0 wg. Gal. Eig.

Es folgt

IV (= up) |2 < |V (1 = up)|| - [V (1~ )]
= V(=) [ <[V (1= gn)]|

mit ¢, = Iu. Dieses Ergebnis fiihrt zu dem folgenden Satz:

Satz 3.2.6 Die linke Seite des vorherigen Satzes kann mit h abgeschiitzt werden.
Also

IV =)l <c-h

Beweis. Nicht gefiihrt.
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3.3 Natiirliche und wesentliche
Randbedingungen

KLASSISCH
Das Dirichlet-Problem D
—Au+u=f aufQ (3.3)

mit Normalableitung
oy =g aufI' =90

speziellistg: I' — R, g = g(x1,x2)

Definition 3.3.1 Die verschiedenen Randbedingungen dienen zur Eindeutigkeit
der Losung und erhalten spezielle Bezeichnungen

oy = g Neumann-Bedingung, auch natiirliche Randbedingung genannt
u = ugy Dirichlet-Bedingung, wesentliche Randbedingung

VARIATIONELLE FORMULIERUNG V
a(u,¢) = (f, 9) -l-/rg- pdl Vo eV (3.4)
V = {¢|g ist stetig; o, ¢ ist stiickweise stetig und beschrankt }. Bemerke,

dass in diesem Raum V im Gegensatz zu oben, keine Abhéngigkeit von
der Randbedingung gefordert wird.

, = Vu-Vod / - qd
a(u, p) /Q u-Veodx + U pdx
’ = . d
(fr9) /Qf pdx
MINIMUM-PROBLEM M

1
uev: rg;lel%a(@w)—(f,co)—/rg‘fpdf (3.5)

Satz 3.3.2 Aus der Dirichlet-Formulierung D folgt die variationelle Gleichung
V. Die Umkehrung gilt hier noch nicht.
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Beweis.
1) —Au+u=f (giltpunktweise)

2) (—Au, @)+ (u,¢) = (f,¢) V¢ €V (giltIntegralweise). Es gilti. Allg.
Aus punktweise = Integralweise.

Green’sche Formel
3) (fi¢) = [qVu-Vedx — [04u-@dl + [, u- @dx. Beachte im mittle-
ren Integral die Beziehung 0,u = g

4)  [oVu-Vedx+ [qu-edx=(f,¢)+ [;¢ - @dx Vo€V

Satz 3.3.3 Losung u von V sei hinreichend glatt. Dann gilt V = D.

Beweis.
Wir verwenden die Green’sche Formel

(f,fp)+/rg-</)df = a(u,¢)

= '/ranu~(pdl“+/0(—Au+u)-<pdx

& /Q(—Au—l-u—f)-godx—l—/r(anu—g)~g0dl":O VoeV (3.6)

Insbesondere gilt (3.6) fiir ¢ € V mit der zuséitzlichen Bedingung ¢ = 0
auf I'. Also gilt

[ (—autu—p)-Fax=o
Q
= —Aut+u—f=0 auf() punktweise

Benutze dieses Resultat, um festzustellen
/(anu—g)~god1":0 VoeV
r

Wiederum Variationsargument

=ou—g=0
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Merke: Die klassische Bedingung taucht in der variationellen Gleichung
nirgends explizit auf.

ZUSAMMENFASSUNG
Kurz dargestellt:

Dirichlet D <= Variationell V <— Minimum M

3.4 Sobolev-Raume

Gegeben sei das Gebiet (2 C R”, offen, stlickweise glatter Rand. Wir defi-
nieren den Raum der Quadrat-Integrablen Funktionen mit

Ly(Q) = {v|v ist definiert auf ) und /Q v?dx < oo}

Definiere Skalarprodukt

(v, w)y = (v, W) ) = /Qv ~wdx

Damit ist L, (Q)) ein Hilbertraum mit der Norm

[[ollo = 1/ (v,0)g
Insbesondere ist der Raum L, (()) mit der L,-Norm vollstandig.

Definition 3.4.1 (schwache Ableitung)
Die Funktion u € Ly(Q)) besitzt in Ly(Q) die schwache Ableitung

v=20", fallsveLy(Q) und

(9,0'0) = (p0)g = (-1)(@g,u)y ¥ € CF(Q)
Mit Multiindex « = (a1, ...,ay),%; € Ng und
| = Y a;, auflerdem ist 0* = 93! - 952 - - - 9y". Beachte: CF(QY) ist der Raum
der unendlich oft differenzierbaren Funktionen - mit kompakten Triger Q) - und
Nullrandwerten. Damit gilt C{°(Q)) C C®(Q)).



3.4 Sobolev-Ridume 61
Beispiel.
Betrachte |a| = 1, dann folgt

(¢,0x1) = —(9x,9,u) Vo € C5'(Q)

Definition 3.4.2 (Sobolev-Riume)
Sei m € INg vorgegeben, dann definiert

H"(Q) = {u € Ly(QY)|u besitzt schwache Ableitungen 0*u fiir alle || < m}

einen Funktionenraum, in dem durch

(u,0),,:= Y (9"u,0"0),

la|<m

ein Skalarprodukt bestimmt wird. Mit Hilfe des Skalarprodukts werden zwei (Halb-
)Normen definiert durch

Norm  ||u]|m = 1/ (1, )

Halbnorm |uly = | Y [|o%ul[3
|a|=m
Bemerkung.

Mit || - ||, ist H™(Q)) vollstandiger Hilbertraum

Satz 3.4.3 Sei m € INg. Dann liegt
C*(Q) N H™(Q) dicht in H" (Q))

bzw.
Vo € H" 39, € C*, sodass ||¢ — ¢¢||lm < €

Das Ziel der nichsten Definition ist es, den Raum C§°(Q)) zu vervollstan-
digen.

Definition 3.4.4 (Verallgemeinerung von Nullrandwerten)
Die Vervollstindigung von C§° (€)) bzgl. der Sobolev-Norm || - ||, wird mit H™ (Q))
bezeichnet.
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Beispiel 1.
Geeignete Wahl von V bei

—Au = f aufQ
u = 0 aufoQ)

lautet V = H}(Q) und man hat
(Vu, Vo) =(f.9) VpeV:=H(Q)
Beispiel 2.

—Au+u = f
o = g

—  (Vi,Ve)+ (1) = () + [ g-9dl ¥peV=H(Q)
Aus den beiden Beispielen folgt somit

Hy(Q) € H'(Q)

Satz 3.4.5 (Poincaré-Ungleichung)
Es gilt die Abschitzung

l[o]lo < C-|vly  mitve H(Q)

Beweis. Wurde in der Ubung nachgerechnet.
Zundichst gilt fir die Norm

[lollo =/ (v, )0

AuBerdem ist nach Voraussetzung v € [0,1],v(0) = 0. Man schreibe die
Norm als Integral

1 1
= .d:/Z d
[17]]o /Ovvx Ov(x) x
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Fiir eine Funktion u folgert man

Quadrieren zeigt

1
< [ nra
0
= ||u'I?
Also damit

1
| < )2
0

3.5 Abstrakte Formulierung

V sei ein Hilbertraum. Insbesondere ist V vollstandig und es ist ein Skalar-
produkt definiert.

Skalarprodukt (-,-)y

Norm [~ [y = /(- )v
Bilinearform a(-,-): VxV — R

e Linearform L(-):V — R

VARIATIONELLE FORMULIERUNG

ueV: a(u,@)=Lp) VeV (3.7)
Beispiel 1.
a(u, @) = (Vu,Ve) Ve e V:=HQ)
L(g) = (f.9) Vg€ V:=H)Q)
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Beispiel 2.

a(u, @) = (Vu,Ve)+ (u,¢)
Lip) = (f,¢)+/rg-¢df

mit V := H'(Q).
ABSTRAKTES MINIMIERUNGSPROBLEM

Fu) < F(g) VpeV mitF(p) = salpp) - L(p)

Damit ergeben sich i. Allg. die folgenden Voraussetzungen
Vi) a(-,-) ist symmetrisch
Vii) a(-,-) ist stetig. Es gilt ndmlich
la(v,w)] < Cllolly [[wlly  Yo,weV,C>0

Viii) a(-,-) ist V-Elliptisch

a|[v|} <a(v,0) YoeV,a>0
Viv) L(-) ist stetig

IL(v)| < Allplly YoeV,A>0
Satz 3.5.1 (Existenzsatz)

Es gelten V i) bis V iv). Dann existiert genau eine Losung u € V mit der Stabili-
titsbedingung

[fullv <
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Beweis.
i) Eindeutigkeit

Annahme: uq,u; € V und uq, up 16sen

a(u, ) = Llg) VoeVv

a(uz,9) = Llp) VeV
Subtrahiere:

a(ug —up, @) =0 VeV
Wihle speziell ¢ = uq — up
a(uy —up,uqy —up) =0
Benutze V iii)
0 <aluy — |3 < a(uy —up,uy —up) =0

Dann folgt

[l —ually =0 = u; =up
ii) Existenz
Idee: Reduziere a(u, ¢) = L(¢) auf ein Fixpunktproblem.

Riesz’scher Darstellungssatz (fiir Hilbertraume):
AeV: L) =0y

AuBerdemsei A € L(V,V) = L(V) (Raum der stetigen linearen Abbildun-
gen). Dann gilt
a(u,v) = (Au,v)y

Rechne

0=a(u,¢)—L(p) VeV

0= (Au—1Lg)y

0= (—0(Au—1),9)y Vo>0
0=(u—o(Au—1I)—uq)y

u=u—9(Au—1) Vo>0

Tt o0
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Betrachte nun W, : V. — V mit W,(v) = v — 0(Av — I). Zeige, dass W, eine
Kontraktion ist, um somit auf einen Fixpunkt zu schliefSen.

[[Wo(01) = Wo(2) 5/
= [[o1 — (A1 = 1) — vy + (Avz = D) [},
= (v — 0Av — (v2 — 0AVy),v1 — vy — 0(Av1 — Avp))y
= (01— 02,01 = 02)y — 20(A(v1 — v2), 01 — V2)v + ¢*(A(v1 — 1), A(v1 — v2))v
= |1 = v2ll}y — 20a(v1 — 02,01 —v2) + ¢* || A(v1 — w2 [},
< lor = o2l —20a[[or — w2 [} + PIAI[G (o1 — vy
= (1=200+?||A|%) - [Jo1 — 22}
Scharfes Hinsehen liefert Kontraktion fiir (1 — 20a + 02|| A||?) < 1. Also
—200+¢*[|A|* <0
Bestimme zu dieser Gleichung die Nullstellen von ¢. Dazu die Skizze

A

| A

Es folgt

2

0<0< 7,
A2

dann ist
0<1—2Q¢x—|—92<1

Damit ist ¢ so wéhlbar, dass W, eine Kontraktionsabbildung ist. Es existiert
also ein Fixpunkt

u = Wy(u)
= u—o(Au—1)
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Dieser Fixpunkt ist Lésung von
a(u,9) = L(g) YVoeVv

iii) Stabilitat

3.6 Diskretisierung

In diesem Abschnitt soll auf die Diskretisierung eingegangen werden. Wir
haben wie gewohnt

ueV: a(u,¢)=Lp) VeV
u, € Vy,: a(uh,(p):L(go) VgDGVhCV

Der endlich-dimensionale Raum V}, wird durch die Basisvektoren
< @1,...,pN > aufgespannt. Dementsprechend lassen sich die folgenden
Linearkombinationen bilden

N
pEVy: ¢=) %p;, a€ER
i=1

N
up € Vy,: uh:ij(pj, x]'G]R
/=1

In der abstrakten Schreibweise lisst sich unser Problem so formulieren

a(up, ;) =L(g;), i=1,...,N
Einsetzen der Linearkombination fiir u), zeigt
N

Y a(gj ¢i)xj=L(g;), i=1,...,N
=1
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Dann lassen sich die einzelnen Komponenten des Gleichungssystems Ax =
b wie folgt darstellen

Ajj = a(9j, i)
bi = L(¢;)
x=(uy,...,un)T"

Die diskretisierte Losung u;, gentiigt den nachsten Satzen

Satz 3.6.1 Unter den Voraussetzungen V i) bis V iv) des vorherigen Abschnitts
ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Nicht gefiihrt.

Satz 3.6.2 Es gelten V' i) bis V iv), dann gilt die Stabilititsbedingung
A
< —
[unllv < 0c

Beweis. Ubung.

Zuletzt kann eine Approximation des Fehlers angegeben werden, der wei-
ter unten noch nédher bestimmt wird.

Satz 3.6.3 Fiir den Diskretisierungsfehler gilt

c
= wpllv < ~llu—gllv Vo eV,

Beweis. Ubung.

3.7 Variationsungleichungen

Kurze Wiederholung:
elliptische Variationsungleichung 1. Art in der variationellen Formulierung

uekK: auv—u)>Llv—u) YoeKCV

Dabei ist der Raum K abgeschlossen und konvex, und V ein Hilbertraum.
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Lemma 3.7.1 Essei K C V abgeschlossen und konvex. Dann existiert genau ein
y € Kfiiralle x € V , so dass

—yl| = inf ||x —
¥ =yl = inf [lx - oll
Der Punkt y heifit Projektion von x auf die Menge K. Also gilt y = Px(x).

Beweis.
i) Es gibt ein y. Sei ¢ eine Minimalfolge, d.h.

li —x||=d=inf ||¢p —
Jlim [[gy — x]] inf llg — x|
Ausmultiplizieren liefert

1
Hﬁf’k—mez=2||x—§0k||2+2||x—¢k\\2—4||x—§(§0k+€01||2
Bemerke 1
a* < \\x—§(§0k+§01||2
Zusammengefasst
ok = @il ? <2 [Jx — @il > +2 [|x — | |* —4d?
— ———
—d? —d?
fiir k, I — oo folgt:
lim |[gx — ]| =0

k1—o0

Da V vollstandig und abgeschlossen Jy € K mit

lim ¢ =y

k—o0

Wegen der Stetigkeit der Norm ist letztendlich

[lx —yll = lim |[x — || = d
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ii) Eindeutigkeit von y
Seien 1,y € K mit

_ — |y — — inf ||x —
[l = y1ll = llx = yall = inf [lx - o]
Durch dhnliche Rechnung wie in i) ergibt sich

1
[y = val? < 2[lx =yl +2|lx = y2|* = 41lx = 5 (1 + y2)|?

<2d* 424 —4d
=0
Daraus folgt

lly1 —y2l* <0
O

Satz 3.7.2 Sei K abgeschlossen und konvex. Dann ist y = Px(x) genau dann
eine Projektion, wenn

(y—x9-y)>0, yeKVpeK

0,
Man beachte die Linearitit: (y, ¢ —y) > (x, ¢ — y).
Beweis. = (Hinrichtung)

Seien x € V und y = Px(x) € K. Da K konvex, so kann eine Konvexkom-
bination gebildet werden

A-Hy+t-9=y+t(p—y) ¢ck
Betrachte

o) =llx—y—tle—-yl te[0]
Die Funktion ¢(f) nimmt bei t = 0 das Minimum an. Das heif3t

¢'(0) >0 2(x—y,¢—y) >0
Denn

lx—y—tle—IP=((x—y)—tlg—y), (x—y) —te—y))
=(x—yx—y) -2tx—y,9—y)+(p—y,9—y)
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Ableiten nach t:

20~y 9-y)+2e—y, 9 —y)
Bei t = 0 folgt die Behauptung. Letztlich ist dann

20—y 9-y) 20 (x-ye-y) <0 (y—x9-y) =20
= (Riickrichtung)

0<(y—-x¢—x+x—y)
=y-xx—y)+{y—x¢—x)
= —|lx—ylP+y—x9—x)

& lx—ylP<y—-x9—2)
< [lx=ylllle — x|

& x—yl[<lx—9l] VpeK

Korollar 3.7.3 Sei K C V abgeschlossen und konvex. Dann ist Px nicht-expansiv,
d.h.
[|P(x) — Px(x")|| < [|lx —x'|| Vx,x' €K

Beweis.
Seien x, x" € V gegeben und y = Px(x),y" = Px(x’). Dann ist
yekK: (yo-y) =(xe-y)
yek: (Vo-y)=(e—y)
Testen mit ¢ = ¥’ in 1. Ungleichung. Dementsprechend setze ¢ = y in 2.
Ungleichung. Anschliefend addieren

C.S.
ly=vIP=W-v.y—y)<(x—xy—y) < |lx=¥|[ly—¥]|

1y =y < x = X|] & Pk(x) = Pl < [Jx = |

Satz 3.7.4 (Existenzsatz)
Das Problem

uek: a(u,po—u)>Llp—u), Vpek

hat eine eindeutige Losung.
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Beweis.
i) Eindeutigkeit

Annahme 14, u, seien Losungen

a(uy, ¢ —u1) > L(p —u1)
a(uz, ¢ —uz) > L(gp — up)

Teste mit ¢ = up bzw. ¢ = u;. Addition liefert
a(up —uq,up —ug) <0

und
, Viii
allug —uo||® < alup —uq, up —uq)
Es folgt die Gleichheit: 17 = u5.
ii) Existenz

Benutze Riez’schen Darstellungssatz

a(u,v) = (Au,v)
L(v) = (L,v)

Es folgt

(Au, @ —u) > (L ¢ —u)
& (—(Au—1I),e-u)<0 [-0 [+u—u
& (u—o(Au—1))—u,¢—u) <0 VpeK

Dies ist dquivalent zu
u="Pg(u—o(Au—1)), 0>0
Betrachte die Abbildung W, : V' — V mit der Vorschrift
Wy(o) = P(v — o(Av 1))

Zu zeigen ist, dass W, eine Kontraktionsabbildung ist.
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Rechnung.
Seien vy, vy € V. Dann

[[Wo(01) = Wo(02)[I* = [|P(v1 — 0(Avy — 1)) — Px(02 — o(Avz = 1))|?
nicht-expansiv »
< [l(o1 = e(Avy = 1)) = (v2 — e(Avy = 1))
Durch Copy-Paste ergibt sich
[[Wo(v1) = Wo(@2)* < (1 - 200+ ¢* [|AI) - [Jo1 — 02 |?

Scharfes Hinsehen auf der rechten Seite zeigt, dass W, eine Kontraktion ist,

falls gilt

1Al
Somit garantiert die Kontraktion die Existenz eines Fixpunktes. Dieser ist
die gesuchte Losung.

O

3.8 Lineare Funktionale

Es seien X,Y normierte R-Vektorraume. Wir untersuchen im Folgenden
lineare Operatoren der Form

T:X —Y, T istlinear und stetig

Weiter soll die schon vorher hdufig verwendete Supremumsnorm hier ma-
thematisch sauber aufgefiihrt werden

Definition 3.8.1 (Supremumsnorm einer Funktion)
Es sei X eine Menge und L®(X) der Vektorraum aller beschriinkten Funktionen
von X nach R. Fiir eine Funktion v € L®(X) setze man

0] (x) = sup [o(x)]
xeX
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Lemma 3.8.2 Ist T : X — Y linear, so sind dquivalent:

1. T ist stetig

2. T ist stetig in xp, xg € X

3. sup||y <1 ||Tx|| < o0

4. 3C>0 mit [|Tx|]| < C|lx|]| VxeX
Der Raum der stetigen Abbildungen von X nach Y wird mit

L(X,Y):={T: X — Y|T istlinear und stetig}

bezeichnet.

Definition 3.8.3 (Operatornorm von T)

IT[|:= sup |[Tx||

[lx[|<1

||T|| ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft
(T[] < [ITI] ][]
Definition 3.8.4 (Dualraum, Nullraum)

i) X' := L(X,R) ist der Dualraum von X. Die Elemente x' heiflen lineare
Funktionale.

ii) Fiir T € L(X,Y) ist N(T) := {x € X|Tx = 0} der Nullraum von T.

Bemerkung 3.8.5 N(T) ist ein abgeschlossener Unterraum von X.

Beweis.
i) Abgeschlossenheit
Betrachte x; — x fiir k — oo. Sei x; € N(T), x € X. Es gilt
T steti
lim T, = 0 "% T(x) = x € N(T)

ii) Zeige Unterraum. Seien x1,x, € N(T). Dann ist

T(x1+x2) =T(x1)+T(x2) =0=x1+x € N(T)
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Satz 3.8.6 (Riez’scher Darstellungssatz)
Es sei X ein Hilbertraum. Dann definiert die lineare Abbildung | : X — X' mit
der Vorschrift

Jx)(y) = (v, %)

einen linearen isometrischen Isomorphismus.

Beweis.
i) ] ist linear.

J(x1) = (v, %1), J(x2) = (y,x2)
J(x1) +J(x2) = (y,x1) + (v, x2) = (v, x1 +x2) = J(x1 +x2)

ii) J(x) € X'. Es ist

|Jx) ()| = |(y, x)| kS x| 1yl — HSﬁpll(Ix)(y)l < |[x]|
yiI<

iii) J ist injektiv. Siehe

0 (5m) | = () = T = |||f§c||||2 = Il

sup [(Jx)(w)| = [Ix[] = [[Jx][ = |||
Ivli<1

Also

Das heifst x # 0, somit ist Jx nicht das Nullfunktional. Weiterhin wurde
hiermit gezeigt, dass | isometrisch ist: ||Jx|| = ||x||.

iv) | ist surjektiv

Vorgehensweise: Konstruiere zu gegebenen x{, € X', x{, # 0 ein w € X mit
xy(x) = (x,w)Vx € X. P bezeichne die Projektion auf den abgeschlosse-
nen Unterraum N(x(). Wihle e € X mit x((e) = 1 und setze xy = e — Pe.

Es gilt dann
x)(x0) = xh(e) —x(Pe) =1 -0 =1

Insbesondere ist xg # 0. Erinnere an die Definition der Projektion:

(Px—x,9—Px) >0 VYpeK
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Hier
(7 — Pe,e — Pe) <0 Vi€ N(x{)
=(i — Pe, xp)

Seiy € N(x;), Pe € N(x{). Konstruiere

J=y-+Pe
7= —y+ Pe

Einsetzen liefert

(y,x0) <O A (—y,x0) <0
= (y,x0) =0 Vy € N(x()

Damit gilt fir alle x € X

x = x — x((x) x0 + xp(x) x0

Weiterhin
xg (x —xp(x) - x0) = xp(x) — x0(x) - xp(x0) = 0
—_— ——
eN(xp) =
Und

(x,x0) = (x = x¢(x) - x0 + x((x) - x0,x0) = (x((x) - x0, X0) = x0(x) - ||x0||*

D.h. / ‘0 ‘0
40 = (v i) = (o) ©

3.9 Fehlerapproximationen

Als Motivation betrachten wir die Fehlerapproximation
c
| —wuplly < —flu—gllv Vo €V

C
<Sllu—-1
JJu— nully
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Diese wurde in Kapitel 2 fiir den 1D-Fall vollstindig diskutiert. Nun wird
eine Verallgemeinerung auf den 2D-Fall angestrebt. Zunéchst werden die
Interpolationsabschédtzungen angegeben. Anschlieffend werden im Kapitel
Adaptivitit die eigentlichen Fehlerabschidtzungen gezeigt.

3.9.1 Interpolationsfehler in 2D fiir lineare Funktionen

Die folgenden Bezeichungen werden verwendet werden:
hr = diam(T)
or = Inkreisradius

h = maxhr
TeT

1 a
| h |

Wie betrachten Familien von T, fiir die unabhéngig von h gilt
Zl >B>0 VTeT,

T

Die positive Zahl  ist demnach ein Mafs fiir den kleinsten Winkel in T. Die
Dreiecke diirfen also nicht zu diinn werden. Bei der nachfolgend skizzier-
ten Triangulierung gibt es mit der Bedingung kein Problem:

Seien nun 4;, i = 1,...,N die Knoten von T},. Fiir u € C° (Q)) definieren
wir
Lu(a;)) =u(a;)), i=1,...,N



78 3 FEM fiir elliptische Probleme (2D)

und [, u sei zellweise linear.

Satz 3.9.1 Sei T € T}, mit den Knoten a;,i = 1,2,3. Sei v € C(T). Die Inter-
polierende Iv € Py (T) sei definiert durch

Lyo(a;)) =v(a;), 1=123
Dann folgt

i) |lo—Ipollpe(ry <2 K3 ‘m‘ax||D”‘v||Lw

h2
i1)  max||D*(v — [,0)||jerm < 6 —L - max ||D*0||; e
) max [[D* (v = 1,0)|[peo(y < or |a\=2|| Iz (1)

Man erwihne die Analogie der beiden Abschdtzungen mit dem 1D-Fall.

2
Bemerkung 3.9.2 Die Bedingung Z—; des obigen Satzes kann noch umgeschrie-
ben werden zu

Auflerdem ist zu bemerken, dass
zui) o~ ol = O(3)

zu i) ‘n}ax |[D*(v = 1y0) || 1o (7y = O(hr)

Der néchtste Satz bildet den Ubergang von der Supremumsnorm zum qua-
dratischen Mittel.

Satz 3.9.3 Es gilt
|l = Iyollp2(r) < ¢ Mol per)

ht
|U—IhU|H1 <c-— hT|U|H2
or
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Beweis. Nicht gefiihrt.

Der néchste Satz ersetzt T durch Q). Wir leiten somit den globalen Fehler-
term her. Dazu mug tber alle T € T}, summiert werden. Der Ansatz dazu

lautet
|| : H%Z(Q) = Z || : H%Z(T)
TETh

Nun folgt

Satz 3.9.4 Unter obigen Voraussetzungen zeigt man
o = ol[p2(q) < c- n? 9202

h
o= Iyl <c- |U|H2(Q)

p

Beweis. Ubung.

Fiir hohere Polynomansitze ist nachfolgendes Resultat von Bedeutung.

Satz 3.9.5 (hohere Polynomansitze)
Es sei P, der Raum der Polynome vom Grad < r. Weiter sei Iv € P,(T) mit
r > 1. Dann gelten die Approximationen

i) o= Iw|[2q) < e hr+1|v\Hr+l Q)
ii) |v-— Ihv\H1 y<c- b o] gria Q)
Insbesondere folgt

Satz 3.9.6 (fehlende Reqularitiit)
Fiir1 <s <r +1 folgert man

i) o= Tpolli20) < c-Flolysa

if)) |v—1hv|H1(Q) <c-h~ 1|v|Hs(Q)

Praxis: Notwendige Bedingung ist das Wissen der Regularitit (Glattheit)
der Losung v, da die hoheren Ableitungen die Beschrankheit bestimmen.
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3.9.2 Fehlerabschitzung fiir elliptische FE

Wir erhalten den Diskretisierungsfehler fiir elliptische Finite Elemente. Aus-
gehend von

C
[ —uylly < &||M—§0||V Vo €V,

C
< |lu-1I
Tyl

gilt mit den vorherigen Resultaten fiir den Raum V}, := H}(Q)
[ = unllnq) < e hlulpzq)

wobei V}, aus linearen Funktionen besteht. Es sei aber angemerkt, dass die
Abschétzung mit Hilfe von Satz (3.9.5) auf beliebige Rdume V}, ausgeweitet
werden kann.



4 Adaptivitat

Der Begriff der Adaptivitit steht fiir die zuséatzliche Verfeinerung bei ge-
wissen Stellen im Gebiet (), an denen Singularitidten auftreten. Schwer-
punktmiflig werden in diesem Kapitel die Fehlerabschédtzungen vervoll-
standigt.

4.1 Laplace-Problem

Es sei wiederum die Poisson-Gleichung gegeben
—Au=f auf(Q)
u=0 aufl

Zu diesem Problem wurde eine Losung mit linearen Ansédtzen u € V =
H}(Q) gesucht, also

ueV: (Vu,Ve)=(f¢) VeV
up € Vi (Vup, Vo) = (f,9) VoeV,

Die beiden Variationsgleichungen geniigen dem folgenden Energiefehler-
schétzer.

Satz 4.1.1 (Energiefehlerschiitzer)
Fiir den Diskretisierungsfehler e = u — uy, fiir die zwei obigen Gleichungen gilt
die a-posteriori Abschitzung

IVel? <c- Y (Hredr+hradr)
TeT

mit
o1, = |If + Auyl|r
1
= — [0,,u dar
02,1 /aTz[ nUn)yr
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Beweis.
Ansatz:

IVell> = (Vu — Vuy, Ve)
= (Vu—Vuy, Ve—V(le)) Galerkin-Eig.
= (fre—Iye) = Y (Vuy, V(e —Ie))r

T
= (f,e—Ie) — —Auye—1 dntty) - (e — Ie) dT
(e~ he) = T (== e+ [ @) - (e~ b))
—Zf‘f'A“hrE—Ihe i/ [0nuy] (e — Ine) dT
T j=1

Im letzten Gleichungsschritt wurden die Beziehungen
On tp1 = Vg -m
Onyttpp = Vupohy = —Vuyony

ausgenutzt.

Kontinuierliches Modell

a(u, @) +s(u,9) = (f,9) VoeV

mit dem Stérungsterm

s(u, ) = ) sr(u,9)

TeTy,

bzw. so(u,9) = Y arsp(u,¢), ar <€ {0,1}
TeTy,

Der Parameter at steuert, welche Zellen zusitzlich verfeinert werden.
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\Singularit'eit

Zur weiteren Untersuchung werden zwei Rdume eingefiihrt

H:{TETh‘lXT:1}
N:{TETMDCT:O}

Damit lassen sich zwei zusitzliche Storungsterme konstruieren

sp(u, @) = Y st(u, )

TeH

und sy (u, @) = Z sT(up, @)
TeN

Diskretes Modell
Folgt analog zu den obigen Uberlegungen. Gesucht ist die diskrete Losung
up € Vi
a(up, @)+ sp(un @) = (f,9) Vo €V
< aluy, @) +s(un @) = (f, ) +sp(u, 9)



84 4 Adaptivitit

Kombination beider Modelle

Wir subtrahieren das diskrete von dem kontinuierlichen Modell. Dann er-
gibt sich
a(u—up, @) +s(u—up, @)+ sy (uy, ¢) =0
——

Storungsterm

Mit e = u — uy, folgt

a(e,e) +s(e,e)
=a(u—upe—e)+s(u—uye—e)—sy(uye)
= (f,e—e) —a(uy,e—e;) —sy(upe—e) —sy(upe—e)—sy(uye;)
(fre—e) —alup e —ei) —sp(upe—ei) —sn(upe)

kontinuierlich diskret

Die ersten drei Summanden entsprechen formal dem diskreten Modell.

Beispiel.

s (up, €) = TZN((P!(X) —#)-Vuy, Ve)r

Mit
#(Vu, Vo) + ((u(x) — 1) - Vu, Ve) = (f, ¢)
a(u,) s(u9)

Als betragliche Abschédtzung ergibt sich

sy, @)l < ) I(p(x) = 7) - V|| - || Vel |
TeN

1
2
(Z I (m VHhT) [IVella

TeN
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4.2 A posteriori Energiefehlerschatzer fiir VU

Es seien die beiden Variationsungleichungen nochmal genannt.

(Vu,V(p—u)) > (f,¢ —u) Vo€ KCV,Kkonvex
(Vup, V(g —up)) > (f, 9 —up), Ky=KnNV,

Hierzu soll der a posteriori Energiefehlerschétzer hergeleitet werden. Fiir
die eigentliche Abschétzung ist das ndchste Lemma von Interesse

Lemma 4.2.1 Es gilt

(Ve,Ve;) = (f,e;) — (Vuy, Ve) +(Vu, V(e —e)) — (f,ei—e) +(Vu,Ve) — (f,e)

mit
(f.e)) = (Vuy, Ve;) <0 4.1)
(Vu,Ve) —(f,e) <0 (4.2)
Beweis.
zu (4.1): mite = u — uy, und e; = u; — uy, folgt
4.3)

(f,ui —up) — (Vuy, V(u; —uy)) <
& (f,ui—up) — (Vuy, V) + (Vuy, Vi) <

0
0
Weiter gilt nach dem Beispiel (Voraussetzung)

(Vu, N (uy = u)) = (f,up — )
Einsetzen in (4.3) zeigt

(Vup, V(u; —uy)) > (f,u; —up)

zu (4.2): Z.z.

(Vu,Ve) — (f,e) <0
& (Vu,V(u—uy)) = (fu—u,) <0 (4.4)
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Mit eingangs angefiihrtem Beispiel folgt
(Vu, V(g —u)) > (f, ¢ —u)
Testen mit uy, liefert
(Vu, ¥V (uy —u)) = (f,up, —u)
Gehe mit diesem Ergebnis in die Ungleichung (4.4):
(Vu,V(u—up)) — (Vu,V(u, —u)) <0

Nun folgt die eigentliche Abschitzung

Satz 4.2.2 Fiir Variationsungleichungen gilt die a-posteriori Fehlerabschitzung

||Ve||* = (Ve, Ve) = (Ve, V(e —e¢;)) + (Ve, Ve;)

4.2.1)
< (Vu,V(e—e)) — (Vup, Vie—e)) + (Vu, V(e —e)) — (f,ei —e)

= (f,e—e) — (Vup, V(e—e))

Der weitere Verlauf ist analog zu den Variationsgleichungen des vorherigen Ab-
schnitts.

ABER: suboptimal in den Kontaktbereichen. Denn aus

[|Auy, + f|] > 0 im Kontaktbereich

folgt
Au+f>0
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4.3 Dualitatsargument

Es sei wie im vorherigen Abschnitt die Ausgangssituation

—Au=f auf(Q)
u=0 aufl
gegeben. Dazu wurde in Abschnitt (3.9.2) der Energiefehlerschitzer herge-
leitet
[ = up| gy < - hfulpq) (4.5)
In dieser Sektion soll eine vergleichbare Abschétzung in der Ly-Norm her-
geleitet werden

A priori Abschitzung

Satz 4.3.1 Sei Q) ein konvexes, polygonales Gebiet. Fiir die Losung u gelten die
bekannten Gleichungen
ueVvV: (Vu,Veo)=I(f¢) VoecV
up € Vi: (Vup, Vo) = (f,9) Vo eV,

Dann existiert ein positives ¢, das unabhingig von u und h ist, so dass
2
[ —upll 20y < ¢ ™ ulpp(q)

In dem Beweis wird Stabilitdt des dualen Problems ausgenutzt. Dazu das
Lemma

Lemma 4.3.2 (Stabilitit des dualen Problems)
Fiir konvexes ) mit dem dualen Problem —Az = e auf Q) und z = 0 auf Q) gilt
die Ungleichung

1zl 2 () < s - llellr2(q)
Der Faktor cs ist unabhiingig von e.

Beweis von (4.3.1).
Wir betrachten das folgende Hilfsproblem, auch duales Problem genannt.

—Az=¢:=u—u, auf()
z=0 aufdQ)
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Hier wird also zunichst die duale Losung z gesucht. Dazu wird mit varia-
tionellen Formulierung gearbeitet. Hier

~(p.82) = (p,e) Y€V =H(Q)
& (Vo,Vz)=(¢,e) VeV

Fiir die spezielle Wahl ¢ = e rechnet man nach
(e,e) = (Ve,Vz — VI;z) wg. Galerkin-Eig.
< IVelly 192 = Viellizy
< 11Velloa(y ¢ 1l ey

432)
< |IVellpaqye-h-csllell2(q)

= O0(1?) - ¢s-|lell2(qy
Weiter folgt
||eHL2(Q) <c-h-cs- ||Ve||L2(Q)

(4.5)
< cocshehefulp )
=01



4.3 Dualitatsargument 89

A posteriori Abschitung

Die a posteriori Fehlerabschétzung fiir den Diskretisierungsfehler wird mit
linearen Funktionalen angegangen.

Beispiel.

Mittlere Konzentration beim Durchfluss

r

Dazu die mathematische Formulierung
/ udl, 6y,(u) Dirac-Distr.
T

mit dem Fehler

](q)):/rfpdf

Wir arbeiten nun wie oben mit dem dualen Problem. Die Betrachtungen
werden hier allerdings auf unterschiedlichen Gittern gemacht. Dazu wird
eine weitere Gitterweite /1 eingefiihrt, wobei der zugehorige Raum V; C
V wie gewohnt eine endlichdimensionale Basis aus linearen Funktionen
besitzt. Also

zeV: J(g)= (Ve Vz) VoeV
z,€Vi: J(9) = (Ve Vz) Voel

Abschidtzung
J(e) = (Ve,Vz —Vz;) + (Ve, Vz;) (4.6)
< ||Vu = Vuy|| - [|[Vz — Vzj|| +(Ve, Vz;)
=0(h) =0(h)

Die beiden Faktoren der ersten Summe sind aus der Energiefehlerschit-
zung bekannt. Der zweite Summand (Ve, Vz;) wird bei gleichem Gitter



90 4 Adaptivitit

von h und  gleich Null. Umschreiben des zweiten Summanden zeigt
(VE‘, VZE) = (VE‘, VZE — VIhZf,)
= (VM — Vuy, VZE - VIhZ;l)

= (f,2—Inzj) — Y, (Vup, V(z; — Iizp))r
TeT,

= (frz; — Inzz) — Y [(—Dup, zj — Izg)T
TET],

1
+ /E)Tz(an”h)'(zf,_lhzﬁ)}
1
=) [(f+Auh,Z;,—Ith)T+/ E(anuh)'(zfl—lhz}'l)dr
TETh oT

In dem letzten Term sind alle Eintrdge bekannt. Die Methode des dualen
Problems wird auch als DWR-Zugang (engl. Dual-Weighted-Residual) be-
zeichnet.

Postprocessing
Gleichung (4.6) kann weiter umgeschrieben werden zu
J(u) = J(uy) — (Ve,Vz;) = (Ve,Vz — Vz;)
& J(u) = (J(up) + (f,z) — (Vuy, Vz;,)) = (Ve,Vz — Vz;)
mit J(u) — J(u) = J(e).

Primale Probleme:
a(u, @) = (f,¢) VeV
a(up, @) = (f,9) Vo eV,
Duale Probleme:
a(e,z) =J(p) VoeV
a(e,z;) = J(@) Ve eV
Pure:

J(u—up) = J(u) — J(up) = a(u —up, z — z;) +a(u — up, z7,)
=a(u—upz—z;)+ (f,z;) —alup, z;)
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Postprocessing
JQup) = J(up) + (f,z) — a(un, 23)
Dann folgt fiir die betragliche Abschdtzung
() = J(un)| = la(u —up, z — z3)]
< Cllu—upllv - |1z = zllv
< p-1d
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4 Adaptivitat



5 lterative Methoden,
Minimierungsalgorithmen

Bei Anwendung der Finite Element Methode auf partielle Differentialglei-
chungen erhilt man sehr grofie Gleichungssysteme der Form Ax = b. Um
diese zu 16sen gibt es verschiedene Ansétze. Zunédchst einmal die direkten
Methoden von Gaufs-Seidel und Cholesky. Diese benétigen aber bisweilen
sehr lange Rechenzeiten.

Vorteilhafter bei symmetrischen und diinnbesetzten Matrizen sind iterati-
ve Verfahren. Einige davon werden in diesem Kapitel vorgestellt. Motiva-
tion sei

Ax=0b, A e R"™", symmetrisch, positiv definit
x,beR"

Wir betrachten das Minimierungsproblem
I T
flx) = 3% Ax—Db'x
Die Minimalstelle % von f (%) erfiillt

AX¥—-b =0
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5.1 Positiv definite Matrizen

Es folgen einige Bemerkungen, Tatsachen und Vorziige positiv definiter
Matrizen

Bemerkung 5.1.1 Sei || - || eine Norm auf C". Weiter sei A € M(n,n) =
C™*". AufSerdem sei A requlir, dann definiert

x[la = l]Ax]], xeC"

ebenfalls eine Norm.

Definition 5.1.2 Sei (-,-) das euklidische Skalarprodukt auf C" . Dann heifit
A € M(n,n) positiv definit , wenn

A=A und (Ax,x)>0 VxecC",x#0
Bemerkung 5.1.3 Es gilt A € M(n,n) mit (Ax,x) > 0,Vx € C",x # 0
genau dann, wenn A = AH und alle Eigenwerte positiv sind. Es gibt dann die

Darstellung
A=TDTH!, T unitir und D diagonal

Definition 5.1.4 Sei Az :=TD:TH , dann heisst
1 .
Ix[la = [[A2x[l2, mit|[-[l2= /(")
die Energienorm.

Bemerkung 5.1.5 Fiir das Skalarprodukt

(v, y)a = (Ax,y), xyeC”
gilt
l[x|[a =1/ (Ax, x)

Bemerkung 5.1.6 A ist genau dann positiv definit, wenn A~ positiv definit ist.
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Definition 5.1.7 Die Kondition der reguliren Matrix A € M(n,n) ist gegeben
durch
cond(A) = || Al - [|A7|

Bemerkung 5.1.8 Die zugrunde liegende Vektornorm sei || - ||,. Fiir eine positv
definite Matrix A € M(n,n) werde cond(A) bestimmt in der zugeordneten Ma-
trixnorm. Dann ist N

k = cond(A) = T2

/\min

dabei ist Ay der grofite Eigenwert von A und dementsprechend A,,;, der kleinste
Eigenwert.

Lemma 5.1.9 Sei A eine positiv definite Matrix mit Spektralkondition x. Dann
gilt fiir jeden Vektor x # 0

AL < 51

Beweis.

Anordnung der Eigenwerte Ay < A < ... < A,. Wie betrachten die Si-
tuation nach unitarer Transformation im Raum der Eigenvektoren. Dann
schreibt sich die linke Seite von (5.1) als

(Ziq Aix) ( ?:1)‘;1"12)

(5a)
j=1"]

2

x? n

e T i -

zi = =, 2 mltizlfl
j=1%] i=1

(5.2)

Substitution

Einsetzen in (5.2) zeigt

noAa?) (Y, A2 n -
( i=1"Vi 1) < 1—12 i ’) _(Z)\izi>'<z)‘i_lzi><i\\n_1<
(£ %) —

<An <A1
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wegen

n n
ZAiZi < Z)\nzi = An

i=1 i=1
é 1 1

O

Im vorherigen Lemma werden die Summen im Beweis recht grob abge-
schitzt. Daher kann die Abschéitzung noch etwas verbessert werden.

Lemma 5.1.10 Mit den gleichen Voraussetzungen wie im vorherigen Lemma gilt

(xTAx) - (xTA 1x) 1 1 —\°
< (2\& + 2W>

(xTx)?

Beweis. Nicht gefiihrt.

5.2 Abstiegsverfahren

Beim Abstiegsverfahren wird eine Folge
X0 — X1 —

durch eindimensionale Minimierung der Funktion f in Richtung des ne-
gativen Gradienten erzeugt.

Aufgabe.
Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Gesucht ist eine Losung ¥ € IR", so
dass f(%) < f(x) fiir alle x € R" ist.

Lemma 5.2.1 Unter obigen Voraussetzungen sei d := —V f(x) # 0. Dann gilt

flx+1d) < f(x)

fiir hinreichend kleines t > 0.
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Beweis.
Man betrachte die Richtungsableitung

}i_r)%f(x—i_tdt)_f(X) ZVf(x)T~d<0

flx+td) — f(x)
t

2 fx+td) < f(x)

< 0 fiir hinreichend kleines ¢t

Algorithmus 5.2.2 Fiirk = 0,1,2, ... und gegebenes x folgt

1. Berechne dy = —V f(xy)

2. Liniensuche: Man suche fiir f das Minimum auf der Linie {xj + t - d } fiir
t>0

3. Xgaq =X+t dg

5.3 Gradientenverfahren
Spezielle Aufgabe

1
flx) = ExTAx —bTx, A positiv definit

Ein Minimum liegt vor, falls Ax —b = 0 ist. Wir benutzen Algorithmus
(5.2.2). Hier gilt speziell

i dk =b-— Axk
dl-d
it — k%K
U= aT(Ady)
Rechnung.

zui): Vf(x) = Ax—b



98 5 Iterative Methoden, Minimierungsalgorithmen

zu ii): Minimumsuche fiir quadratisches f.

min = f(xk + tdk)
0 = 0 f (xk + tdy)
0= Vf(xk + tdk) : dk

Tt o4l

-

=—d;
= 0= (—dk+tAdk) 'dk

& t(Ady) -dp =df -dy

_ Ay

=
dT Ad,

Lemma 5.3.1 Mit f(x) = $xTAx — bTx gilt
o1 s
F) = £ = 5 llx - 711
wobei AX = b gilt.

Beweis.
1) linke Seite:

2) rechte Seite:

1 - 1 . -

Sl = (- T
:%(x—f)T(Ax—b)
_ 17 1 7 1 r
—2x Ax zx Ax 2x b+

0= (A(xy+tdy) —b) - dy
0= ((Axy — b) +tAdy) - dy
——
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Vergleich beider Seiten liefert die Behauptung.

Lemma 5.3.2 Sei AX = b. Dann ist

[l — %[5

=1
dzA_ldk

mit der k-ten iterierten Losung xy und der Suchrichtung d.

Beweis.
Es gilt d; = b — Axy = A(% — x;) genau dann, wenn —A~ld; = x; — .
Man betrachte nun
[lxe = %[5 = (e — )T A (x — %)
= (AT A(ATdy)
=dl A71d,

Division liefert die Behauptung.

O

Satz 5.3.3 Sei AX = b. Fiir den Iterationsfehler des Gradientenverfahrens zeigt

man
~112 =112 (K71)2
|2k — %2 < [l — %[ - (x +1)2

mit k = cond(A).

Beweis.
Laut Algorithmus gelten

1) deb—Axk

dld,
L=
dT Ady
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Einsetzen in

Flrepn) B Flx + ity
)

53.1) 1
( E(xk + tidi) T A (xp + tedy) — BT (xp + trdy)

w

N () + b (Axi — b) + 5 8] Ady
~—

=—d;
T T 2
mit dide  r 1 (didy) T
= + -di (—d — L . d Ad
f(xk) d}z"Adk k ( k)+2(d]z‘Adk)2 k k
B 1 (d}dy)?
Damit folgen die Aquivalenzen
_ 1 (dfdy)?
3 o 1(dfdg)?
@ fla) = f(R) = )~ 9 - 5 ot
G631 1 o 1 o 1(dld)?
s 5 [|1Xes1 — %[5 = 5 e — |5 — 2 T Ady :
(53.2) o a2 did)? [ — 2|4
= — = - - .
dld )2
_ w21 ( K%k
Letztendlich ist
- 1 (d]dy)?
(5.1.10) 112 <112 4
PEN X1 — %G <l —%|1% - [1 - ————
H k+1 ||A— || k ||A ( (\/E+\/Kj)2>
- x—1)2
P p iy

(k+1)2 -
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Auflerdem wurde mit dem Beweis gezeigt, dass

x+1

k
. x—1 .
||xk—x||As( ) 1o — %14

und

(x
Ez ) (k+1) 2 <1_2>

) B i B i G

Wie bereits oben bemerkt, dauert die Iteration umso lianger, je schlechter
(groBer) die Kondition der Matrix ist.
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5.4 Beispiel

Gegeben sei das Poisson-Problem in 2D. Es wird mit linearen Finiten Ele-
menten diskretisiert.

mit zugehoriger Matrix
4 -1 -1
-1

-1
Der grofite und der kleinste Eigenwert sind gegeben durch

Amin = 812 sin? (gh)

Amax = 812 cos? <;;Zh)
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Einsetzenin1 — %:

« 2 pl
B i)
K cosz(%h>
<1-—2sin? plh)
2
=1—(1—cosh)
= cos 7th

Frage: Wie viele Gradientenschritte i sind notig, um eine Reduktion um
den Faktor r zu erreichen?

Dazu arbeitet man mit den Taylorentwicklungen

T2
i) cosmh = 1—7‘h2+0(h4)
72
ii) Inl—z=—-z-— E+O(Z3)

Zwischen den beiden Funktionen gibt es die Beziehung

i Inr
T __ —
(cosmh) =r < i= eos

Den Nenner der rechten Seite schitzt man ab mit

; 2
Incos 7th g In (1 — % -h2>

~ -T2 om?)
2
Daraus folgt
2 1
i=Inr ? . h7
— 1 1
=c- Pk mitc >0
Also ist
l l
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Dabei steht i fiir die Anzahl der Iterationen und & wie gewohnt fiir die
Gitterweite.

Verfeinerung

Bei Halbierung der Gitterweite

h
h— E
folgt fiir die Anzahl der Iterationen
i=c- 1 =c-4 i

Erklirung.

Bei Halbierung der Gitterweite vervierfacht sich die Anzahl der Iteratio-
nen!

Praxis.

Dartiberhinaus geht weitere Rechenzeit verloren, da bei halbierter Gitter-
weite die zugehorige Matrix dementsprechend grofser ist.

Konsequenz.
Einfache Halbierung ist fiir die Praxis zunéchst einmal schlecht.

Bemerkung 5.4.1 Die Kondition einer Matrix ist ausschliefllich von der Ord-
nung des Differentialoperators abhingig. Nicht von der Dimension des betrachte-
ten Problems.

Beispiel sei das Poisson-Problem u"” = f. Egal ob man dieses Problem im 2-dim
oder 3-dim berechnet. Fiir die Kondition gilt stets x ~ % Also bei 1-mal verfei-
nern werden schon 4-mal mehr Schritte gebraucht.
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5.5 Projiziertes Gradientenverfahren

Motivation sei wieder das Drahtproblem mit Hinderniss.

Lo
N

Rechnerisch erhalten wir aus der Abbildung die schon bekannte Variati-
onsungleichung

(Vu,Vo —Vu) > (f,¢ —u) Vo ecK
Die gestellte Aufgabe lautet: Finde eine Losung u € K C R", so dass
min %uTAu — fTu=:J(u)

mit positiv definiter Matrix A € M(n,n) und f € R”". Der Raum K ist
definiert durch

K={xeR"x(i)>0,i=1,...,n}
Algorithmus 5.5.1 Es bezeichne Pk die Projektion auf K.
i) Initialisierung: Man wihle ug € K
ii) Iteration: fiirk =0,1,2, ...
upy1 = P (g — ag ) (uy))  mit J'(u) = Au— f und ax >0
Schritt ii) zerfillt in zwei Teilschritte:
U1 = Uk + ay(f — Auy) (Gradientenschritt)
U1 = P 1)

wobei im letzten Schritt w1 (i) = max (0, u,, 1 (1)) gilt.
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Satz 5.5.2 Zu dem obigen Algorithmus existieren «, 3 > 0, so dass mit & <
ax < B dieser gegen die Losung u konvergiert. Die Konvergenzgeschwindigkeit
wird hier nicht ermittelt.

Beweis.
i) Wir zeigen die Fixpunkteigenschaft von u, also u = Pk (1 — aJ'(u)). Aus
Abschnitt (2.8) folgt

(J'(u),p—u) >0 Ve eK

Mit aj > 0 gilt weiterhin

(0 J'(u), 9 —u) >0 VpeK
& (u—u+oa ] (u),¢—u)>0
& (u—(u—aJ'(u),¢—u)>0 VpeK

Damit ist der erste Teil gezeigt.
ii) Wir rechnen

g1 — ul| = || P (ug — ae ] (ug)) — P (u — o] (1)) ||
nicht-expansiv
S g — = g (7 () — ()

Quadrieren bringt
[tk = 20l < g = 0l = 2 (g = 20, T () = J 1)) + o] (1) = ' a0 2
Nun gilt
J () = J'(u) = (Aug = f) = (Au = f) = Al — u)
Auflerdem ist A positiv definit nach Voraussetzung

T Rayleigh-Quotient )
(uk—u) A(uk—u) > /\minHuk_ull

Einsetzen liefert
utgr — ul|* < [Jug — | |* — 20 Amin| [ — u]|* + | |A][] e — u]]?
= [Jug — ul* - (1 — 20 Amin + aF||A][?)

=:D
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Ziel: Wihle a; so, dass D € (0, 1) ist. Diese Uberlegung fiihrt zu einer Fak-
tordiskussion. Soll hier nicht weiter ausgefiihrt werden, da die gleichen
Uberlegungen in den Existenzsitzen (3.5.1) und (3.7.4) bereits ausgearbei-
tet wurden.

Es folgt als Ergebnis fiir aj:

2')\min
|A][2

ap >0 AN ap <

5.6 Konjugiertes Gradientenverfahren
(cg-Verfahren)

5.6.1 Hintergrund

Das konjugierte Gradientenverfahren gehort zu den sog. Krylovraum-Methoden.
Es sei A € M(n,n) eine symmetrische positiv definite Matrix A, die der
Gleichung Ax = b geniigt.

Krylovraum-Methoden erzeugen iterativ, ausgehend von einer Ndherungs-
16sung xp € IR mit dem zugehorigen Residuum dy := b — Ax eine Folge
weiterer Naherungslosungen xy , also

X — X1 = ... — Xy

Bei exakter Rechnung bricht das Verfahren spétestens nach n Schritten mit
der gesuchten Losung ab. Also

xp=%:=A"1, m<n
Dabei wird fiir alle k > 0
xr € xo + Vi(do, A)

verlangt, mit dem Krylovraum Vj(dp, A) zur Matrix A und dem Startresi-
duum dy.
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Infolge von Rundungsfehlern sind diese Verfahren aber nicht endlich und
so ist das Konvergenzverhalten von entscheidender Relevanz. Der Arbeits-
aufwand wird durch die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor be-
stimmt.

Das cg-Verfahren eignet sich gut fiir sehr grofle Matrizen, die diinn und
unregelmifiig besetzt sind.

5.6.2 Das cg-Verfahren

Idee. Bisher wurde das Funktional f(x) = $xT Ax — bTx betrachtet, wobei
die Komponenten des Vektors x positiv sind. Hierzu wurde die Lésung im
1D-Fall mit Hilfe der Liniensuche approximiert. Also

Xit1 = Xj + aid;
f(xiz1) = min f(x; +z)
ze<d;>
Fiir die lineare Hiille wird die Bezeichung

<d; >=span(d;) dim<d; >=1

verwendet.

In dieser Sektion wird nun eine Verbesserung des Verfahrens angestrebt.
Dazu wird eine 2D-Minimierung, also eine Ebenensuche, verwendet.

f(xio1) =minf(x;+z), z€<di1,8 >
mit d;_ 1 =x; —x;_1 (Richtung der letzten Korrektur)
und g; = Ax; —b (Gradient des Funktionals)

Zunichst werden einige Hilfssdtze bereitgestellt.

Definition 5.6.1 Sei A € M(n,n) positiv definit. Die Vektoren x,y € R" hei-
fen konjugiert oder A-orthogonal, falls

xTAy=0

Beweis. Nicht gefiihrt.
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Bemerkung 5.6.2 Wenn die Vektoren xi,...,xx € IR" paarweise konjugiert
sind, dann sind diese sogar linear unabhingig.

Beweis/ Rechnung.
Multiplikation der Gleichung

k
thixi =0
i=1

mit (ij)T (j=1,...,k) fihrt zu

k
Y aix] Ax; =0
i=1
& aj-xlAxj=0
| ]

>0

O

Das nachfolgende Lemma zeigt die Vorteile der konjugierten Richtungen.

Lemma 5.6.3 Gegeben scien die konjugierten Richtungen dy, ..., d,_1. Weiter-
hin sei ¥ = A~' - b. Dann gilt

nl dTb
- N PO P
X Z;) n;a; o leAdl

Die Losung ist also direkt hinschreibbar!

Beweis.
Wir arbeiten mit dem Ansatz

S
|
—_

T
o
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Dieser wird mit (Ad;)T, (i = 0,...,n — 1) multipliziert. Dann gilt

n—1
df Ax =Y wd] Ady
k=0

= Oél‘diTAdi
_dfAx dlb

YT dTAd, ~ dT Ad;

O

Lemma 5.6.4 Es seien die konjugierten Richtungen d, . . ., d,_q vorgegeben. Fiir
jedes xo € R" liefert die durch

Xit1 = Xj + a;d;

mit i > 0 erzeugte Folge nach (héchstens) n-Schritten die Losung %. Weiter wird
w; berechnet durch
_ 8l d;
dl Ad,
und g = Ax;—Db

o;

Beweis.
Wir beginnen mit A(% — x9) = (b — Axg). Unter Verwendung von Lemma

(5.6.3) ergibt sich

n=1 _ dl (b — Ax,
(F—x0) = l;) wid: mit o = 4 7Y (diTAdi 0)

Es bleibt zu zeigen:
_gdei _ le(b — AX())
dl Ad; dl Ad;
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Rechnung.
o —diT(Axo —b) _ —le(AxO — Ax;+ Ax; — b)
! dl Ad; dl Ad;
=38i
—
N —le (Axi — b) diT(Axo — Axi)
w; =
! dl Ad; dl Ad;
=07

Von Interesse ist die Frage, wann der zweite Summand verschwindet. Die-
se Frage wird mit dem Algorithmus niher untersucht: Multiplikation mit
(Ad;)T fiihrt auf das Ergebnis

j<i
dZTA(x,' - XO) = Z D(]leAdJ
j=0

Dabei ist d] Ad ; = 0 wegen der Konjugiertheit.
O

Korollar 5.6.5 Mit den gleichen Voraussetzungen wie im vorangegangen Lem-
ma folgt, dass xy das Funktional f in dem Raum xo+ Vi, mit Vi, =< dy,...,dx_1 >,
minimiert. Insbesondere gilt

dlgr =0 fiiri <k

Beweis.
1) Es geniigt d] g, = 0 fiir i < k zu zeigen. Wir beginnen mit

k-1
f(x) = min f (xo + lxidi>
i 0

=
& aflu) =0
& Vflx)T-di=0
& (Axe—b)T-d;=0
& gl-di=0
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Die Aquivalenzkette gilt, weil f quadratisch ist.
2) Esist0 = dkTng zu zeigen. Also

0= dl{gkﬂ
= d{ (Axp1 —b)

Ty
—dl (A x-S ) —b
dT Ady

dlAdy
drAd, 5

:d,z(Axk—b)— k

= d;{gk — ngdk =0

3) Induktion.
Zu zeigen d] g = 0 fiir i < k.

Ind.Anfang: k =1: dg g1 = 0 (erfullt wegen 2) )
Ind.Annahme: diTgk_l =0fari<k-—1.

Ind.Schritt: k — 1 — k.
Der Algorithmus liefert

X = Xg—1 = Qk—1dk—1
Multiplikation mit A und anschlieflendes Einfligen von b bringt

Alxg — x31) = a1 Adgq
Axg —b— (Axg_1 — b) = a1 Ady_4

Fir gy gilt
Sk — 8k—1 = Ax—1Adk_q

Diese Gleichung wird mit d] multipliziert
diT(gk—gk,l)zo furi <k—1
Unter Benutzung der Induktionsannahme folgt

digk =0 furi<k-—1
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Fiir den Fall i = k — 1 wird 2) verwendet. Damit folgt insgesamt

digr =0 furi<k

Algorithmus 5.6.6 (cg-Verfahren)
1. Initialisierung: xo € R".
Setze dy = —go = b — Axy.
2. Iteration iiber k = 0,1,2,...
_ 8¢
Ky = T
di Ady

Xkp1 = Xg + apdy

(Lemma (5.6.4))

Sukzessiver Aufbau der konjugierten Richtungen:

Sk+1 = Sk + apAdy

ﬁk _ g£+1 Adk
dT Ady

i1 = —8ks1 + Prdk
Dazu die kurze Erlduterung. Der Update-Schritt ist

Xkp1 = Xp + apdy
= X + o (—&k + Pr—1dk—1)

wobei gy der Gradient und dy._q die Suchrichtung ist, und alles im 2-dim. betrach-
tet wird.

Bemerkung.

® Bei der Durchfiihrung des cg-Verfahrens miissen lediglich die vier
Vektoren xy, gk, di, Ady gespeichert werden. Dabei muf$ nur eine ein-
zige Matrix-Vektor-Multiplikation realisiert werden.
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® Das cg-Verfahren wird nur bei symmetrischen Matrizen verwendet.

Bei nicht symmetrischen Matrizen A rechnet man
AT Ax=AT.b

Hier die Losung zu berechnen ist genauso aufwendig wie das Gradi-
entenverfahren und somit fiir die Praxis nicht interessant.

Der néchste Satz listet weitere Eigenschaften des cg-Verfahrens auf.

Satz 5.6.7 (Eigenschaften des cg-Verfahrens)
Solange gx_1 # 0 ist (fiir gx_1 = 0 hat man die Losung niamlich gefunden) gilt

1.

2.

dg1#0

Vi =< g0, Ago, Azgo, .. .,Ak71g0 >

Den so konstruierten Raum nennt man Krylov-Raum.

Esist Vi =< 80,81,---,8k-1 >=< do,...,dx—1 >. Damit folgt na-
tiirlich nicht g1 = Ago , usw. Es sei an den Austauschsatz von Steinitz
erinnert.

3. dy,...,dx_q sind paarweise konjugiert.
4. Esist f(x;) = min,cy, f(xo + z)
Beweis.
Via Induktion.

Ind.Anfang: k = 1 (alle 4 Punkte erfiillt.)
Ind.Schritt: k — k+1

Zunéchst
8k = 8k—1+ tp—1 Adj_4
Wegen
< g0,Ago, ..., A gy >=<dy,...,dp_1 >
gibt es die Darstellung

-1
de_1 =Y viAlgo

j=0
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Also bringt Einsetzen
k .
8k = 8k—1 + &1 Z Yji-1A’80, &k-1 € Vk
j—1

und damit hat man < go,...,gx >C Vi_1 gezeigt. Nach Annahme seien
do, ..., dx_1 konjugiert und wegen der Optimalitédt von x; folgt

dfgr =0, i<k

Falls g # 0 (fiir g = 0 hat man die Losung gefunden) verifiziert man die
Folgerungen

gk linear unabhéngig von (dy, ..., dx_1)
= & ¢ Vi

Demnach ist < gy, ..., gk > ein (k — 1)-dimensionaler Raum und kein ech-
ter UR von Vj. ;1. Also gilt

< go,Ago,...,Akilgo >=<g90,---,8k >

Damit wurde aus dem Satz Punkt 2 Teil 1) bestitigt. Zeige nun Vi, =<
do, ..., dr >. Mit diesem Beweisteil werden gleichzeitig Punkt 1 und Punkt
2 Teil 2) bewiesen. Betrachten wir dazu

Skt dr = &k — Sk + Br—1dk—1
—_————
=d,
Sk +dx = Br-1dk—1, dr—1 € Vi
8k + dk € Vk

o
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Dazu die erkldrende Abbildung

W

8y
Es wurde gezeigt

<80,---,8k-1,8k >=< &o,- - ~/8k—1/dk >=<dy,...,dp_1,dr >

Also Vi1 =< dp,...,dx >. Wir rechnen nun Punkt 3 des obigen Satzes
nach. Zu zeigen ist, dass dy, . .., d, paarweise konjugiert sind. Nach dem
Algorithmus ist

dr = =8k + Pr—1dk—1
Multiplikation mit (Ad;)T liefert
dl Ady = —dT Agy +Bi_1d] Ady_, (5.3)
———
Wann=07?

i)Falli <k—1

Nach Annahme ist ,Bk_ldiTAdk_l = 0 und weiterhin ist d; € V;_; woraus
Ad; € Vg folgt. Damit bleibt die Frage, wann in der Gleichung (5.3) der
Term —d! Agy verschwindet. Dazu

k-1
Ad; = Z 5jd]'
j=0

und damit

dl Agi = (Ad;)" g
=T
= Z 5]“1]‘ 8k
=0

=0, wg.Optimalititsbedingung
= dfAg =0
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ii)Falli=k—1
Wir betrachten wieder (5.3):

LAd
dl Ady = —dT_ Agi+ ST Ay
k—1 k k—1 gk+ d{_lAdk_] k—1 k-1
.. . . T Ady 4
Fiir den Bruch gilt laut Algorithmus —#——— = 0.
k—140k—1

Punkt 4 des Satzes:
Minimaleigenschaft. Anwendung von Korollar (5.6.5). Dort waren die Punk-
te 1 - 3 Voraussetzungen!

O

Satz 5.6.8 (Konvergenz des cg-Verfahrens)

Es gilt
k
y VE—1 y
= slla <2 (YT ) - llso— 3l

Beweis. Nicht gezeigt.

5.7 Vorkonditionierung

Dient der Verbesserung der Konvergenz der Iterationsverfahren.
Grundidee:
i) Transformiere Ax = b in A% = b mit cond(A) < cond(A)
ii) Lose Ax =D
iii) Ricktransformation ¥ — x

1) Transformation
Sei C symmetrisch und positiv definit. Mit Hilfe von Cholesky gilt die Zer-
legung C = H - HT. Betrachten wir nun
Ax=b « H'AH T.-H'x=Hp
—_— N =
=:A =X =b
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und schreiben nochmal zur Verdeutlichung

A=H'AHT
f=H"x
b=H'b

Also folgt } }
Ax =D
2) Lose A% = b

Ahnlichkeitstransformation.
HTAHT = BT (H'AHT) H'
=C'A
Somit ist A dhnlich zu C ~1A. Falls C = A liegt Ahnlichkeit zu Id vor. Dies
hiele, dass cond(A) = 1, was numerisch aber zu aufwendig herbeizu-

fithren ist. Daher wird der Kompromiss angestrebt, dass A in irgendeiner
Beziehung zu C steht. Beispielsweise C = diag(A).

Es wird nun der nichste Algorithmus prasentiert, der die Vorkonditionie-
rung (engl. preconditional) beriicksichtigt.

Algorithmus 5.7.1 (pcg-Verfahren)
Startwert sei xo € R". Damit folgt

go=Axg—b,  dy=—hy=—C""go
Es folgt somit die Iteration fiir k = 0,1,2, ...

_ Skl
dT Ady

Xjy1 = Xk + agdy

Berechnung der weiteren Vektoren
k41 = 8k + a Ady
Mey1 = Clgei1  (Vorkonditionierungsschritt)

T
gk+1hk+1

d =-h dy, it By =
k1 k+1 + Bidy,  mit By AThe
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Der Update-Schritt i1 = C~ !¢y, wird wieder durch Losen eines linea-
ren Gleichungssystems bestimmt. Also
Chiy1 = 8k+1

Bemerkung.

Erweiterung der Matrix C zu einer oberen Dreiecksmatrix macht das pcg-
Verfahren kaputt, da dann die Bedingung, C symmetrisch, nicht mehr er-
fiillt ist. Losungsansatz: Vorwirts- Riickwértseinsetzen. Wihle C einmal
als obere - und andererseits als untere Dreiecksmatrix.

Stichwort: Unvollstindige Cholesky-Zerlegung
Abschlieflend gilt der Satz

Satz 5.7.2 Es gilt

k
N VE—1 N
= sla <2+ (Y27 llso—slla

mit x = cond(C1A).

5.8 Defektkorrektur

Hier wird kurz der Begriff der Defektkorrektur erldutert. Ausgehend von
Xep1 = Xk +ag (b — Axy)

oder allgemeiner
Xip1 = X+ ap CF (b — Axy)
T
nach Umformung mit Cdy = b — Ax; folgt eine Fallunterscheidung
1. Annahme C = A:

X+ thAflb —ogxp = (1 — ag) xp + o X
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2. Annahme C = diag(A):

Xjy1 = X + g - (diag(A)) ! (b — Axy)

Komponentenweise Betrachtung fiihrt auf das Jacobi-Verfahren:

X1 (1) = x (i) +“kj (b(i) - iiAijxk(j)>
=

Eine Verbesserung des Verfahrens wurde nach Gauf-Seidel benannt:
i—1

X1 (1) = x (i) + "‘k; ( ZAz;ka ZAzjxk )

Dieses Verfahren konvergiert fiir 0 < aj < 2.
Projiziertes Gaufs-Seidel Verfahren

) 1 i—1
Xgy1(i) = max (0 xi (1) + Qe < ZAz]ka ZAz]xk >>

1

Konvergenz liegt wie beim vorherigen Verfahren fiir 0 < a; < 2 vor.

5.9 Vergleich der Verfahren

Dieses Kapitel wurde in einer Ubungsstunde erarbeitet und vergleicht das
Gradientenverfahren mit dem konjugierten Gradientenverfahren (cg-Verfahren).

Gradientenverfahren
Wie bereits gezeigt, bedeutet eine Halbierung der Gitterweite h, dass 4-mal
so viele Schritte bearbeitet werden miissen. Dazu die Gleichung

k
N x—1 5 1
3 — #l]a < (K+1) Alxo—Flla, K~
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cg-Verfahren

In dem Fehlerterm des adjungierten Gradientenverfahrens erhélt man eine
Wurzel in der Kardinalitdt und somit benttigt man hier bei einer Halbie-
rung von h nur 2-mal so viele Schritte:

VE—1
VK +

Das bedeutet eine deutliche Verbesserung!

1

k
) clbo=lla g

Hn—ﬂhﬁ(

In der Praxis kann es trotzdem vorkommen, dass bei Anwendung des cg-
Verfahrens der Schrittfaktor vervierfacht wird, bei Halbierung der Schritt-
weite. Dazu die Begriindung;:

Problem: Lose Ax = b. Wobei aber A nicht symmetrisch ist. In diesem Fall
ist
L(Vu,V¢) + Bn(9xu, )

Also wird Ax = b mit AT multipliziert, um A symmetrisch zu machen:
AT Ax=ATb

Somit ist die linke Seite symmetrisch und die rechte Seite positiv definit.
Allerdings werden bei AT - A die Konditionszahlen ebenfalls multipliziert
und die Wurzel in dem Fehlerterm féllt weg. Also hat man dann x ~
was dem Faktor 4 bei halbierter Gitterweite entspricht.

1
H2’

5.10 Aufwand O(-) der Verfahren

In dieser Sektion soll ein kurzer Einblick in den Rechenaufwand der ein-
zelnen Verfahren gegeben werden. Dazu sei folgende Situation gegeben

Problem

Lose Ax = b. Wir betrachten die Laplace-Gleichung im 2D. Die Ordnung
der Ableitung (hier 2) bestimmt die Matrix A. Weiter sei dim(A) = n. Die
Eintrdge pro Zeile entsprechen O(1).

Frage: Wie hangt n mit der Gitterweite 1 zusammen? - Dazu als Erklarung
die Abbildung
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Ya

Demnach ist wegen x - y = h - h die Dimension n ~ h% Da wir das Laplace-

Problem in 2D betrachten gilt fiir die Kondtion x ~ h%

Wir versuchen nun die Zahl der Iterationen bei vorgegebener Reduktion
am zu ermitteln:

Beispiel. Gradientenverfahren

m
(1—2) =red <1
K

= m-In (1 — i) = In(red)

Demnach folgt
In (red)
m= 5

K

m ~ K

Aufwand pro Schritt kann aus dem Algorithmus (5.7.1) bestimmt werden:
Matrix - Vektor £ O(n?)
Vektor - Vektor = O(n)

In unserem Beispiel folgt wegen den Eintrégen pro Zeile = O(1) dann
Matrix - Vektor 2 O(n)

Also ist der Aufwand pro Schritt: O(n). Demnach

1

2

m-n~n®> (Gradientenverfahren in 2D)

nm~ K~ ~n
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Die Zahl m zahlt die Schritte und n gibt die Kosten an. Bemerke, dass die-
ses Verfahren gegeniiber Gauf3-Seidel eine Verbesserung um eine Potenz

darstellt. Denn Gau-Seidel = O (n3).
Beispiel. cg-Verfahren

m-n~nt> (cg-Verfahren in 2D)

Ein optimales Verfahren wiirde demnach fiir O(n!) gelten. Diese Art von
Losern nennt man Mehrgitterverfahren und werden im néchsten Kapitel
vorgestellt.
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6 Mehrgittervertahren

6.1 Einleitung

¢ Loser fiir lineare Gleichungssysteme bei PDGL

¢ Konvergenzrate unabhingig von der Gitterweite /1, also Zahl der Ite-
rationsschritte konstant

e Aufwand lediglich O(n), dim(Gl.systems) = n.

Die Mehrgitterverfahren stellen eine Klasse von Algorithmen, die mehr-
dimensionale Gleichungssysteme ,,optimal“lésen kénnen. So konnen PDGL,
wie beispielsweise die Poisson-Gleichung, mit Rechenaufwand O(n) ge-
16st werden, wobei 7 fiir die Anzahl der Unbekannten steht.

6.2 Grundidee

Die Auflosung des Gitters wird zunéchst vergrobert, um so die Problem-
grofle zu reduzieren. Auf dem groben Gitter werden jeweils nur Korrek-
turen der Fehler auf den feineren Gitter mittels Glittern (Gaufs-Seidel) ap-
proximiert.

Hochfrequente Anteile werden so geddmpft, was eine Gldttung des Fehlers
nach sich zieht. Siehe dazu die Abbildung (6.1). Niederfrequente Anteile
auf dem feineren Gitter werden daher zu hochfrequenten Anteilen auf dem
groberen Gitter und kénnen so beseitigt werden.
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6.2.1 Beispiel

Zu dem bekannten Problem —u"” = f gibt es die Diskretisierung A, xj, = fj,
mit

-1 ,Ap € R, Xn, fa € R"

Iterativer Loser, Jacobi-Verfahren
X, = xj, + DN (fy — Apxg,), Dy = diag(Ay)

Dazu folgende Abbildung. Diese zeigt, dass der Fehler zwar nicht unbe-
dingt kleiner werden muf8 in der Summe, dieser aber auf jeden Fall mit
zunehmender Anzahl von Iterationen glatter wird. Sprich, der Iterations-
fehler e;'1 =xp— x;l wird glatt bei Anwendung der Jacobi-Verfahrens.

£

v

Fehler e™M

Abbildung 6.1: Glattung des Fehlers
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6.2.2 Gittertransfer

Prolongation
p:R2 — R

Definition 6.2.1 Zu einer gegebenen Diskretisierung wird ein neues verfeinertes
Gitter gewihlt. Dazu die Abbildung

(O neues Gitter
4 X altes Gitter

Restriktion
v:R"™! & R?

Dabei werden in vorangegangen Abbildung die Rollen des Kreises und
der Kreuzes getauscht.

6.2.3 Grobgitter-Korrektur

Motivation ist die Fragestellung, wie man zwischen zwei verschiedenen
Gittern wiahrend der Berechnung , wechselt “. Zu 16sen ist A, x;, = f;,. Nach
i Schritten des Jacobi-Verfahrens erhilt man ndherungsweise die Losung
x;l. Wir rechnen

Apxy — Apxj, = fa — Anxj,
& A (Xh — x%) = fh — Ahx;l
—_——— ——

::e;‘1 ::dz

= Ahe’h = d;z
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Man beachte
xp = X, + (3 — xj)
= xj + ¢,
Also ‘ ‘ ‘
Apey, =d;,  —  Agpeyy =r1-(d))

In Worten. Weil der Fehler glatt ist, kann zu einem grofieren Gitter tiberge-
gangen werden. Es gehen kaum Informationen verloren und die Rechen-
zeit verkiirzt sich erheblich. Daher ist die rechte Seite der Aquivalenz ,bil-
liger “, weil die Dimension halbiert ist.

Algorithmus 6.2.2 (Mehrgitter-Verfahren)

1. Startwert xg,o

2. fork=0,1,2,...

fori=1,...,v
ki+1 _ ki -1 ki
X, =x"+D, (fh - Ahxh)
end

Appery =1+ (f — Aﬁx%) (Grobgitter)

k+1,0 k,
xh+ = xhv + p(ean)

end (of k)

Im obigen Algorithmus steht v fiir die Anzahl der Glattungsschritte. In der
Regel 3,4,5.
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6.3 Glattung

2D-Modell

Jacobi-Verfahren

Xt =x + D7I(f - AX)

=(Id—D'A)x'+ D7 If

Iterationsmatrix wird definiert als

C=Id-D1'A, CeM(nn)
Die Gitterweite wird beschrieben durch
b
N+1’
Eigenwerte der Matrix C

h= n = N? (Zahl der inneren Punkte)

1 km I
(k) — = < <
U Z(COSN+1+COSN+1>, 1<kI<N

Zugehorige Eigenvektoren seien z(K1), Schlechtes Konvergenzverhalten wird
durch .
(1,1) _ 2t 7T 7T
U Z(COSN+1+COSN+1) (6.1)
Wir betrachten abschlieSend den Fehler. Dazu
¥ox= Y aklgH

ki1=1

) N
C (xz _ x) — Z txklyklzkl
k=1
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Hohe und niedrige Frequenzen
Eintrage der Eigenvektoren

le :SII'II\/,_’_1 'SZTIN+1,

1<ij<N

Ein ,schlechter “war bereits fiir k = | = 1 gefunden, siehe (6.1). Stichwort:
langwelliges EV. Fiir k,I > 1 wiirde der Sinus schneller oszillieren.

Im folgenden wird die Fragestellung behandelt, wie sich das Jacobi-Verfahren
auf Teilraumen mit Eigenvektoren hoherer Frequenz verhilt. Definiere

N
RN’ = R" 5 Xosc = span{zkl|1 <k,I< N,max (L k) > E}

Lemma 6.3.1 Fiir das Modellproblem sei ¥ — x € Xpsc. Dann ist e" = x™ —
x € Xopsc und es gilt

1
lle™ 2 < —= le" ]2

V2

D.h. die Konvergenzrate ist h-unabhingig bei Einschrinkung auf Xosc.

Beweis.
Zunichst eine Notation zur vereinfachten Schreibweise

2 = Z , max:= n}{ax
1<k<N
LsksN Noi<N
J<iI<N P

Darstellung von e
oM =Y okl
mit der Norm
mi|2 %
lle"]3 =X () (62)

Nun wird die Eigenvektor-Eigenschaft Cz = p¥zK ausgenutzt. Damit

folgt

i) e e XOSC
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ii) Abschdtzung von ||e" |3

||em+1||% < Z (‘ukl)2 . (akl>2
(%2) max (Hkl)z ¥ (akl)z

———
=llem|3

wegen | > & folgt cos N+1 € (—1,0) und

[le" 17 <

1 T -
; -l

1
<5 llelB
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